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Abstract

Quantum computation and quantum information technology are part of a field that has
benefited a lot due to a meteoric rise in popularity in recent years. Once developed, a
noise-tolerant universal quantum computer will be able to give us access to an inconceivably
greater computational power than any existing classical equivalent has given us before. One
of the most promising and developed models for quantum bits, or qubits are based on
superconducting circuit loops of various architecture.

The purpose of this paper is to study such a superconducting qubit in fluxonic architec-
ture. To accomplish this goal, we calculated the Hamiltonian elements of the superconduc-
ting fluxon loop, using the lumped-element model, and built its matrix representation. We
ran simulations of the qubits fluxonic behavior by accessing a server dedicated to quantum
simulation within the National Research-Development Institute for Isotopic and Molecular
Technologies (INCDTIM). The work is divided in four main chapters.

The historical context and story of quantum computers from the 1980s to the present
is presented in the first chapter. There are some discussions about the major events that
marked the development of quantum computers, as well as some predictions and perspectives
regarding the future of this powerful technology.

Chapter 2 discusses superconducting qubits. A brief introduction to what a qubit is and
how it differs from a classical bit is given. The phenomenon of quantum superposition and
quantum parallelism is presented as well as the DiVincenzo criteria for building a general
quantum computer. The stages of development and the milestones needed to be achieved by
a quantum system in order to be able to make error-tolerant quantum calculations are men-
tioned, as well as how far superconducting qubits are in this developmental stages compared
to other types of qubits.

In chapter 3 or ”The theoretical part” we presented the theoretical basis of the circuit
analysis we did and the simplifying hypotheses we used. In the theoretical model presented,
we calculated the Hamiltonian of a simple LC oscillating circuit and the Hamiltonian of the
superconducting qubit of interest. Having the analytical form of the hamiltonian, the process
used to transform it into a matrix is described: the form of the hamiltonian is obtained in
the second quantification model and using the matrix representation of the creation and
annihilation operators (obtained by matrix element calculation) the hamiltonian matrix is
developed.

Having the Hamiltonian matrix form from chapter 3, in chapter 4, the algorithms used to
simulate the wave functions of the system, the potential, and the energy levels of interest are
introduced. We presented the construction of the Hamiltonian matrix and the creation of the
cosine of a matrix by spectral decomposition. The Josephson energy F; is discussed and its
influence over the energy level spectrum and potential of the qubit. Lastly, the energy level
spectra of different realistic parameters sets (that already have physical implementations
[42] [43]) are plotted next to each other and a discussion about the influence of the exterior
magnetic flux ¢ over the energy levels is made.
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Introducere

Calculatoarele cuantice sau ingineria informatiei cuantice este un domeniu care a beneficiat
de o crestere meteorica de popularitate in ultimele decenii. Odata dezvoltate, calculatoarele
cuantice universale vor avea posibilitatea sa ne ofere accesul la o putere computationala in-
conceptibil mai mare decat orice echivalent clasic existent deja. In ultimii 5 ani, lumea este
spectatoare la ceea ce a ajuns sa fie numita ,,epoca NISQ” (Noisy Intermediate Scale Qu-
antum) si la competitia tehnologica contra timp dintre gigantii industriei de tehnologie spre
proiectarea de calculatoare cuantice. Pana in prezent, cele mai dezvoltate si promitatoare
modele pentru qubit sunt loop-urile supraconductoare de diverse arhitecturi.

Scopul acestei lucrari este studiul unui astfel de qubit supracondcutor in arhitectura
fluxonica. Pentru indeplinirea acestui obiectiv, am calculat initial elementele hamiltonianului
sistemului si matricea aferenta acestuia. Am realizat simulari ale comportamentului fluxonic
prin acesarea unui server dedicat simularii cuantice al Institutului National de Cercetare-
Dezvoltare pentru Tehnologii Izotopice si Moleculare (INCDTIM). Lucrarea este impartita
in patru capitole principale.

In capitolul 1, Calculatoarele si calculul cuantic, sunt prezentate contextul istoric si
povestea calculatoarelor cuantice din anii 1980 pana in prezent, dar si cateva prognoze si
perspective asupra viitorului, punandu-se accent pe momentele majore si decisive din evolutia
acestei tehnologii.

Capitolul 2, Qubiti supraconductori, face o scurta introducere in ceea ce este un qubit si
cum se diferentiaza acesta de un bit clasic. Este prezentat fenomenul de superpozitie cuantica
si de paralelism cuantic. Sunt mentionate criteriile DiVincenzo si etapele de dezvoltare a
unui sistem cuantic spre a putea face calcule cuantice tolerante la erori, precum si stagiul de
dezvoltare in care se afla qubitii bazati pe circuite supraconductoare.

In capitolul 3 sau Partea teoretica am prezentat baza teoretica a analizei de circuit si
ipotezele simplificatoare pe care le-am folosit. In cadrul modelului teoretic prezentat am
calculat hamiltonianul unui circuit simplu LC oscilant si hamiltonianul circuitului supra-
conductor cu superinductanta. Avand forma hamiltonianului, am descris procedeul utilizat
pentru transformarea acestuia intr-o matrice, folosindu-ne de operatorii de creare si anihilare
din cadrul celei de a doua cuantificari si de matricile acestora, prezentand si modalitatea lor
de constructie.

Avand forma matriceala a hamiltonianului, capitolul 4, Partea aplicativa, descrie algo-
ritmii folositi pentru simularea functiilor de unda ale sistemului, a potentialului si a nivelelor
energetice de interes. Am prezentat constructia hamiltonianului matriceal si crearea cosinu-
sului unei matrici prin descompunere spectrala. Sunt discutate influenta energiei £; asupra
potentialului si sunt reprezentate energiile pentru un set de parametri realisti care au deja
implementari fizice.
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1 Calculatoarele si calculul cuantic

1.1 Simularea cu ajutorul calculatoarelor cuantice

Richard Feynman a ramas in istorie pentru numeroasele lui contributii aduse stiintei si
pentru interesele lui intelectuale largi si vaste. Calculul programat, dar si fizica cuantica,
se gaseau 1n multimea de subiecte care l-au captivat, motiv pentru care, acum aproximativ
patruzeci de ani, a propus valorificarea proprietatilor intrinsec cuantice ale materiei in scopul
construirii unui nou tip de computer mai puternic. Realizarea viziunii lui Feynman este una
dintre cele mai mari provocari cu care se confrunta stiinta si tehnologia in secolul XXI [1].

In cadrul primei editii a Conferintei despre Fizicd si Calcul, organizati de Institutul de
Tehnologie din Massachusetts in mai 1981, Feynman este invitat sa tina discursul principal
despre ,,Simularea fizicii cu ajutorul calculatoarelor” [2]. Personalitati importante din do-
meniu precum Dr. Freeman Dyson si Dr. John Archibald Wheeler sunt prezenti. Imaginea
grupului de participanti se regaseste in Figura 1.1.

Figura 1.1: Participantii primei editii a Conferintei despre Fizica si Calcul, organizata la
Eddicot House MIT, 6-8 Mai, 1981 [3]

Din discursul sustinut de Feynman se desprind cateva puncte cheie. In primul rand,
Feynman evidentiaza rolul inerent al simularii in folosirea fizicii in tehnologie sau alte arii
ale stiintei. O astfel de simulare ar trebui sa indeplineasca, dupa Feynman, trei criterii:
exactitatea (calculatorul trebuie sa se comporte precum natura, fara aproximatii), dimensiu-
nea liniarda (numarul de elemente de calculator necesare pentru simularea unui sistem fizic
sa fie proprtional cu volumul sistemului de simulat) si localitatea (calculatorul nu trebuie sa
se supuna timpilor de propagare a informatiei). Niciunul din cele trei criterii necesare unei
astfel de simulari nu poate fi indeplinit de un computer clasic.

Singura solutie la problema adusa in fata publicului de catre Feynman este atunci un nou
tip de computer, intrinsec diferit de cel clasic. Daca natura nu este clasica, spune Feynman,
si ne dorim sa construim o simulare a acesteia, ar trebui sa o facem pe baza unor calculatoare
cuantice.

Este greu de minimalizat impactul pe care computerele cuantice capabile de simulare
l-ar avea asupra intregii lumi stiintifice. Simularea cuantica si-ar gasi aplicatii in studiul
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multor probleme moderne de fizica starii condensate [4], fizica energiei inalte [5] [6], fizica
atomica [7], chimie cuantica [8] si cosmologie [9].

Simularea cuantica nu ar oferi doar perspective noi in legatura cu fenomene deja cunos-
cute, dar ar putea sa conduca la descoperirea unor noi fenomene cuantice. Pe langa toate
acestea, calculatorul si simularea cuantica ar putea deveni o unealta indispensabila in tes-
tarea noilor teorii si prezicerea comportamentului unor sisteme deja cunoscute in diverse
conditii, accesand regimuri fizice care sunt in prezent dincolo de capacitatile experimentale.

Istoric vorbind, putem spune ca revolutia calculatoarelor cuantice a inceput in anul 1980,
odata cu articolul publicat de Paul Benioff in care acesta a propus un model cuantic al unei
masini Turing [10]. Tot in acea perioada, nume importante din fizica teoretica, precum cele
ale lui Richard Feynmann si Yuri Manin, incep sa-si indrepte atentia spre calculatoarele
cuantice si sa publice in acest domeniu. Astfel, cei trei reusesc sa puna temeiul unui nou
domeniu, construind o fundatie pentru toata munca de cercetare care i-a urmat.

1.2 De la masinile cuantice Turing la era NISQ

La doar patru ani dupa discursul lui Feynman, in 1985, David Deutsch a propus modelul
unui computer cuantic in lucrarea sa fundamentala, ,Teoria cuantica, principiul Church-
Turing si computerul cuantic universal” [11], formalizand notiunea de calculator cuantic. Pe
langa acest avans important este ridicata intrebarea daca computerul cuantic ar putea avea
un avantaj fata de computerul clasic si la rezolvarea problemelor care nu au legatura cu fizica
cuantica.

| |
Figura 1.2: Procesorul Sycamore al grupului Google A.I. Quantum [12]

A urmat o perioada de aproximativ 15 ani, In care majoritatea articolelor din domeniu

7
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se concentrau pe formularea de probleme pe care un computer cuantic le-ar rezolva cu o ac-
celerare exponentiala fata de cel clasic. Contributii majore au fost aduse de Ethan Bernstein
si Umesh Vaziarni in articolul lor ,, Teoria complexitatii cuantice” [13] si de Daniel Simion in
articolul sau ,, Despre puterea calculelor cuantice” [14]. Anii care au urmat acestor articole au
vazut mult interes si atentie dedicata algoritmilor cuantici. Interesul pentru aceast domeniu
a crescut insa exponential dupa publicatiile lui Peter Shor in legatura cu factorizarea [15] si
reducerea decoerentei in memoriile cuantice [16] si cel al lui Lov Grover despre descoperirea
algoritmului sau de cautare [17].

In prezent ne aflam in ceea ce oamenii domeniului calculatoarelor cuantice numesc era
NISQ [18]. Acronimul NISQ vine din engleza de la Noisy Intermediate-Scale Quantum si se
traduce prin era cuantica zgomotoasa la scara intermediara. Aceasta era este caracterizata
de calculatoare cuantice cu un numar de 50-100 de qubiti, care ar fi capabile sa execute
sarcini care depasesc capacitatile calculatoarelor clasice din zilele de azi, dar circuitele lor
cuantice vor ramane in continuare limitate din punct de vedere dimensioanl de zgomot. Era
NISQ va produce calculatoare foarte utile care ne vor ajuta sa studiem probleme complexe
din domeniul fizicii cuantice si nu numai. Insi acestea vor avea multe neajunsuri si limitari,
fiind doar un pas spre o tehnologie a calculatoarelor cuantice mai puternica, care ne-ar
permite un control mai precis asupra qubitilor.

1.2.1 Prima demonstratie a suprematiei cuantice, chip-ul Sycamore

Figura 1.3: Calculatorul cuantic Sycamore construit de grupul A.I. Quantum [19]

Avand capacitati de calcul superioare supercomputerelor clasice, calculatoarele cuantice
din era NISQ au trezit si interesul comunitatii de business. Asadar, in cei 40 de ani de

8
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la discursul lui Feynman, amploarea aplicatiilor de calculatoare cuantice s-a extins pana la
cele care vorbesc unui public larg: securitatea informatica, optimizarea de calcul, machine
learning etc. Aceste aplicatii au atras din ce In ce mai mult atentia gigantilor industriali
precum Google, Microsoft, IBM, Intel sau Lockheed Martin.

Printre cele mai semnificative progrese in domeniu se numara rezultatul obtinut de Google
AT Quantum Group prin calculatorul lor cuantic programabil Sycamore. Folosindu-se de
53 de qubiti supraconductori, grupul de cercetatori de la Google a construit chip-ul sub
forma unei matrice bidimensionale aranjate pe mai multe straturi. Folosindu-ne de cele mai
avansate tehnici clasice, a simula ceea ce face Sycamore in cateva minute ar lua cel putin
cateva zile celui mai puternic supercomputer clasic existent [20]. Din aceste motive, grupul
de cercetatori de la Google a anuntat in 2019 ca a ajuns cu si prin Sycamore la suprematia
cuantica [21], [22].

Supercomputerele clasice pe care Sycamore le-a depasit ca timp prezinta cerinte imense
de spatiu si consum energetic, apropriindu-se de sute de metri patrati si megawati de putere.
Sycamore este de dimensiunea unui chip, racit de un frigider de dilutie. In Figura 1.2 este
ilustrat procesorul calculatorului, iar in Figura 1.3 se gasesste o imagine a frigiderului de
dilutie in care functioneaza Sycamore.

1.2.2 Ajungand la trei cifre, chip-ul Eagle

Figura 1.4: Calculatorul cuantic Eagle construit de IBM Quantum [23]

Inci din 2019 laboratoarele IBM 1si anuntau planurile ambitioase de a ajunge in 2024 la un
calculator cuantic capabil sa incorporeze 1121 qubiti [24]. De atunci, echipa IBM Quantum
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a reusit sa-si indeplineasca obiectivele deja propuse prin lansarea in 2019 a calculatorului
cuantic cu 27 de qubiti Falcon, in 2020 a calculatorului cuantic cu 65 de qubiti Hummingbird
si cel mai recent, In noiembrie 2021, a calculatorului cuantic cu 127 qubiti Eagle [25]. O
imagine a materialului grafic care prezinta drumul de dezvoltare al echipei se gaseste in
Figura 1.5.

Chip-ul Eagle este pentru IBM un pas spre crearea in 2022 a calculatorului cuantic cu
433 qubiti Osprey, succedat la randul lui de Condor, care ar avea 1121 qubiti. Este primul
chip cuantic complet programabil din lume al carui numar de qubiti a trecut de 100 [23] .

Asemenea predecesorilor sai, chip-ul Eagle se bazeaza pe o arhitectura de qubiti supracon-
ductori de tip transmon. Acesti qubiti sunt oscilatori anarmonici, a caror anarmonicitate este
datorata prezentei unei jonctiuni Josephson. Aceasta jonctiune este un element hardware
care consta intr-o bariera plasata intre doua fire supraconductoare. Jonctiunile Josephson
functioneaza precum niste inductori neliniari [26].

Development Roadmap IBM Quantum
Executed by IBM @f On target

2019 2020 2021 2022 2023 2024 2025 2026+

Run quantum Demonstrate Run quantum Dynamic circuits for Frictionless Call 1K+ qubit Enhance quantum
circuits on the and prototype applications increased circuit development services from workflows through
IBM cloud quantum 100x faster on variety, algorithmic with quantum Cloud API and HPC and quantum
applications the IBM Cloud complexity workflows built investigate resources
in the cloud error correction

Model Quantum application services

developers Optimization | Natural Science | Finance | Machine Learning ....

Error mitigation | Circuit knitting | Circuit Embedding| .... Error correction

Kernel

developers Circuits for sampling | Circuits for time evolution | Circuits for ...

Quantum Falcon 7 Hummingbird [/] Eagle | Osprey ( 7 Condor Beyond
systems 27 qubits . 65 qubits 127 qubits 433 qubits 1121 qubits 1K - 1M+ qubits

e o & o © O

IBM Cloud Circuits HES Applications

Figura 1.5: Drumul de dezvoltare propus de IBM Quantum din 2019 pana in 2025 [27]

Echipa IBM Quantum se concentreaza atat pe scalarea in dimensiune (cresterea numarului
de qubiti) a calculatoarelor lor cuantice, cat si pe dezvoltarea calitatii si vitezei lor. Din acest
punct de vedere, echipa a progresat intr-atat incat au reusit sa masoare timpi de coerenta
de peste 400 de microsecunde pe cele mai performante procesoare ale lor [28].

10
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2  Qubiti supraconductori

2.1 Bitul unui calculator cuantic

Qubitul sau bitul cuantic este echivalentul bitului dintr-un calculator clasic, fiind cel mai
mic ansamblu purtator de informatie. Qubitul poate fi atat in stare fundamentala, cat si
in stare excitata, in acelasi timp, precum ilustreaza Figura 2.1. Cele doua stari logice ale
fiecarui qubit trebuie mapate pe starile proprii ale unui sistem fizic cuantic cu doua stari.

Un sistem fizic cuantic cu doua stari este un sistem care poate exista in orice superpozitie
a doua stari cuantice care se pot distinge fizic. Cel mai simplu exemplu de sisteme cu doua
stari este spinul fermionilor. Un qubit de spin se bazeaza pe un grad de libertate de natura
electronica sau nucleara.

. 0 . 0

Q! O
Bit clasic Qubit

Figura 2.1: Diferenta dintre un bit clasic si unul cuantic [29]

Pe langa qubitii care se bazeaza pe doua nivele de spin se pot gasi mai multe sisteme
fizice cuantice cu doua stari care sa poata fi implementate ca qubiti intr-un calculator cuantic.
Printre acestea se numara: doua stari de polarizare diferite alese pentru un foton, doua nivele
de energie ale unui electron care orbiteza un singur atom etc. [30].

2.2 Superpozitia cuantica

In cazul in care considerim un sistem cu doud stiri de bazd |0) si |1) ne putem imagina
un bit clasic ca un singur atom care se afla intr-una din cele doua stari notate cu |0) si |1).
In schimb, unei stari cuantice 1i lipseste aceasta delimitare si ea se poate imagina ca o stare
continua intre |0) si |1) pana la momentul masurarii, cand rezultatul va fi doar |0) sau |1).
Asadar, starea cuantica a unui qubit poate fi scrisa astfel:

¥) = a0 [0) + e [1), (1)

unde ag si a; sunt amplitudini complexe. Probabilitatea ca qubitul sa se afle atunci in
starea |0) este |ag|?, iar pentru starea |1) e |aq|?, unde

11
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Jowol* + e[ =1 (2)

Intr-un sistem in care avem un qubit avem superpozitie de doua stari clasice. Pentru un
sistem cu doi qubiti vom avea superpozitie intre patru stari clasice, iar pentru trei qubiti
sistemul va putea descrie o superpozitie de opt stari clasice. Se poate observa acum natura
exploziva a memoriei cuantice, unde, adaugand un singur qubit sistemului, spatiul starilor
disponibile se dubleaza. Pentru un sistem de n qubiti |0),|1),|2) ...|n — 1) spatiul starilor
clasice necesare pentru a descrie superpozitia va avea dimensiunea 2" datorita superpozitiei
cuantice.

2.3 Registre cuantice

Starea de natura cuantica a doi sau mai multi qubiti se poate descrie cel mai usor daca
acestia sunt aranjati si tratati impreuna, ca un singur registru. Pentru un registru de n
qubiti, starea |¢) a intregului sistem este descrisa de un vector aflat in spatiul produsului 2"
dimensional H = H; ® Ha ® - -+ ® H, al spatilor Hilbert H;(i = 1,...,n) asociate fiecarui
qubit [31].

In general, starea [i) a unui registru cuantic care descrie un sistem cu n qubiti poate fi
descrisa de:

) = a0 |0) + a1 [1) + -+ agn g |2 = 1)
1 0 0

o1 0 1 0 (3)
]¢>=Zal]z>:ag 0 + oy 0 + o+ ong 0
i=0 . . :
0 0 1

Se poate observa la acest pas cresterea exponentiald a numarului starilor de baza (2")
odata cu adaugarea unui singur qubit la sistem.

Ecuatiile 3 ilustreaza un fenomen relevant registrelor cuantice: paralelismul cuantic. Ne
putem gandi la acesta ca la capacitatea unui calculator cuantic de a procesa un calcul cu
cele 2" valori In mod simultan. Daca registrul cuantic se afla intr-o superpozitie egala a
tuturor starilor (a; = 1/4/27, pentru oricare 4), un calculator cuantic ar putea executa un
calcul pentru toate cele 2™ valori, simultan.

2.4 Qubiti supraconductori pentru calculatoarele cuantice

In dezvoltarea unui computer cuantic existd mai multi pasi si stagii care se suprapun si
se influenteaza reciproc [32]. In primul rand, sistemul cuantic proiectat spre a deveni un
computer cuantic trebuie sa poata pastra un qubit in superpozitie suficient timp pentru a
putea fi initializat, manipulat si citit. Al doilea pas este realizarea de algoritmi simpli pe
un sigur qubit. Pentru ca un sistem sa poata finaliza cei doi pasi trebuie sa indeplineasca
primele cinci criterii DiVincenzo, propuse in anul 2000 de fizicianul teoretician de origine
americana David P. DiVincenzo [33].

Criteriile DiVincenzo consta in sapte conditii pe care o configuratie experimentala trebuie
sa le indeplineasca cu succes pentru a putea rula algoritmi cuantici. Dintre acestea, primele 5

12
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se refera la calculul cuantic in sine, iar ultimele doua vizeaza comunicarea cuantica. Criteriile
necesare pentru implementarea calculelor cuantice sunt sumarizate in urmatoarele cerinte.

1. Sistemul fizic sa fie scalabil si sa aiba qubiti bine caracterizati;

2. Sistemul sa fie capabil sa initializeze starea qubitilor;

3. Timpii de coerenta sa fie mai lungi decat timpii de functionare ai portilor cuantice;
4. Sa existe un set ,universal” de porti cuantice;

5. Sa existe posibilitatea de masurare a qubitului de interes.

Urmatoarele etape de dezvoltare ale calculatorului cuantic necesita ceea ce in literatura
se numeste Quantum Error Corection (QEC) si se traduce drept corectarea de eroare cuan-
tica. Al patrulea pas, dupa M.H. Devoret si R.J. Schoelkopf, ar fi dezvoltarea unei memorii
cuantice capabile sa pastreze informatia cuantica un timp semnificativ mai lung decat timpii
de decoerenta. Ultimele doua etape spre calculul cuantic tolerant la erori sunt capacitatea
de a face toate operatiile de catre un singur qubit pe un singur qubit logic si capacitatea de
a efectua operatii logice intre mai multi qubiti logici (qubiti protejati de mecanisme active
de corectare a erorilor).

Diverse sisteme proiectate spre a fi qubiti (precum atomii Rydberg si ionii prinsi) au
ajuns la diferite etape de proiectare a calculatorului cuantic universal, insa niciunul nu a
ajuns atat de departe precum cele bazate pe circuite supraconductoare.

In prezent, qubitii bazati pe circuite supraconductoare cu jonctiuni Josephson sunt cel
mai avansat model de qubit care poate fi exploatat spre constructia calculatorului cuantic.
Fiind bazati pe circuite electrice la scara micrometrica, acestia pot fi imprimati pe cipuri
In numar mare, conectati unul la altul, manipulati in scopul rularii algoritmilor cuantici si
cititl cu precizie.

Operarea pe qubiti supraconductori se bazeaza pe doua fenomene complexe si robuste:
superconductivitatea si efectul Josephson. Superconductivitatea sau capacitatea anumitor
materiale de a conduce curent electric fara rezistenta faciliteaza aparitia efectelor cuantice,
precum efectul Josephoson. Efectul Josephson, evidentiat in jonctiunea Josephson, este
responsabil pentru introducerea neliniaritatii in circuit fara a introduce disipare sau defazare,
fiind crucial in functioanarea circuitului precum un qubit [34].
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3 Partea teoretica

3.1 Analiza de ciurcuit

Pentru analiza qubitilor bazati pe circuite supraconductoare bazati pe superinductante
ne intereseaza sa exprimam relatiile dintre elementele de circuit si modul in care acestea se
influenteaza reciproc.

Am folosit presupunerea simplificatoare ca atributele de interes ale circuitului, precum
rezistenta, capacitatea, inductanta etc., sunt concentrate in componente electrice idealizate:
rezistente, condesatoare, inductoare unite intre ele printr-o retea de fire perfect conductoare.
Aceste presupuneri folosite in analiza de retele poarta numele de modelul elementelor con-
centrate al circuitelor electronice. Diagrama unui astfel de element este ilustrata in Figura
3.1.

De asemenea, circuitul de interes este supraconductor, neavand rezistenta electrica si tot
campul magnetic fiind expulzat din fire prin efect Meissner. Avand un sistem cuantic inchis,
vom ignora toate pierderile din interactiunea sistemului cu mediul exterior.

Pentru analiza circuitului qubitului supraconductor ne intereseaza sa separam toate com-
ponentele de circuit si sa aflam tensiunea de pe ele si curentul ce le strabate in functie de
timp V(¢), ().

V(t)
R

element

I(t)

Figura 3.1: Un element de circuit strabatut de o tensiune V' (¢) prin care trece un curent
1(t)

Cele doua marimi sunt descrise de ecuatiile:
V(t) = /E(t) -dl (4)

I(t) = ij{B(t) dl (5)

Asupra aceluiasi element de circuit ilustrat anterior se pot defini fluxul ® si incarcatura
electrica () astfel:

@(t):/ V(r)dr (6)
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unde s-a presupus ca sistemul este in repaus la 7 = —oo [35].

3.2 Circuitul LC oscilant

Pentru studiul unui circuit LC ne intereseaza sa gasim relatiile de legatura intre cele patru
marimi care pot descrie complet comportamentul rezonatorului. Acestea sunt diferenta de
potential V' (), intensitatea curentului /(t), sarcina electrica Q(t) si fluxul magnetic ®(¢).

Reprezentarea grafica a unui astfel de circuit se gaseste la Figura 3.2.

I

Vel L

M
| 4

Ic

Figura 3.2: Reprezentarea schematica a circuitului simplu LC oscilant alcatuit dintr-un
capacitor de capacitanta C legat in serie cu un inductor de inductanta L

Pentru un capacitor general tensiunea care il strabate V' (t) este direct proportionala cu
sarcina stocata pe placile condensatorului () printr-un factor de proportionalitate egal cu
inversul capacitantei, 1/C. Considerand ca tensiunea este derivata fluxului, ecuatia devine:

B(1) = V(1) = Q) Q)

Pentru un inductor general, intensitatea curentului care il parcurge I(t) este direct
proportionala cu fluxul magnetic ®(¢), avand in acest caz factorul de proportionalitate 1/L,
unde L este inductanta caracteristica inductorului.

: 1

Q) =1(t) = 7 2(¢) (10)

Pentru relatia dintre intensitate si flux ne vom folosi de ecuatia 8 si 9 cu ajutorul carora
vom putea rescrie relatiile:

Q(t) =CV(t) =Cd
I(t) = Q) = Cd

Din combinarea ecuatiilor (10) si (11) si aplicarea legilor lui Kirchhoff asupra circuitului
ajungem la o descriere a comportamentului intregului sistem in functie de fluxul magnetic

O(t):

(11)

O(t) = ——P(t) (12)
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Se observa din aceasta ecuatie ca sistemul are un comportament armonic oscilant. Daca
analizam comportamentul celor doua elemente inseriate, observam ca la legarea unui in-
ductor cu un condesator incarcat acesta va incepe sa se descarce, iar curentul condus prin
inductor va genera un camp magnetic in jurul inductorului. Dupa descarcarea completa
a condensatorului, energia stocata in campul magnetic al bobinei va induce o tensiune de
polarizare inversa, care se va opune schimbarii de curent, conducand la reincarcarea conden-
satorului descarcat.

Asadar, sarcina va curge nainte si inapoi in circuit iar energia va oscila si ea intre
condensator si inductor. In circuitele reale existii o rezistentd internd care va conduce la
amortizarea si stingerea oscilatiilor daca acestea nu sunt intretinute de un circuit extern.

Osciland intre cele doua elemente de circuit, energia se transforma in cadrul circuitului LC
simplu din energie electrica caracteristica capacitorului C' in energie magnetica caracteristica
inductorului L. Energia instantanee, dependenta de timp, din fiecare element este derivata
din curentul care 1l parcurge I(t) si tensiunea de peste acesta V (t) astfel:

Bt) = / V() I(7)dr (13)

Pentru capacitor, energia descrisa de formula (13) are forma unei energii cinetice:

1 .
Ecapacitor = §Oq)2 (t) (14)
iar pentru inductor, aceasta seamana cu o energie potentiala:
E _ () (15)
inductor — 27,

3.2.1 Hamiltonianul circuitului LC oscilant

Pentru exprimarea hamiltonianului circuitului oscilant LC ne vom folosi de formularea
Hamilton-Lagrange din mecanica clasica, unde vom reprezenta elementele de circuit in
functie de una din coordonatele generalizate ale circuitului: sarcina sau flux [36].

Din ecuatiile (14) si (15) putem sa construim un Lagrangian pentru sistem, definit ca
diferenta dintre energia cinetica si energia potentiala:
1

TARY (16)

Folosind transformarea Legendre putem exprima Hamiltonianul sistemului, cunoscand-i
momentul conjugat, care in acest caz este sarcina de pe capacitor.

1 .
L = Ecinetz’c& —-U= Ecapacitor - Einductm‘ = §O®2(t) -

0L .
= Q (17)
Exprimarea clasica a Hamiltonianulul circuitului LC are forma:
. Q2 (I)Q
H=Qd-%=—"—+— 1
A GAET) (18)

Pentru exprimarea Hamiltonianului cuantic al cicuitului LC avem nevoie de patru marimi
noi: fluxul redus ¢ , sarcina redusa n, energia de incarcare E¢ si energia inductiva ET,.
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Expresia fluxului redus este:

)
0=2rmg- (19)

unde ¢q este cuanta de flux magnetic supraconductor:

_h
2

n=—

2e

Energia de incarcare necesara adaugarii fiecarui electron al perechii Cooper pe insula are
forma:

Do

Expresia sarcinii reduse este:
(21)

2

e
Eo=— 22
0= 35 (22)
iar energia inductiva este exprimata astfel:
(1)2
E, =2 23
L= 4y (23)

Folosindu-ne de marimile definite mai sus, Hamiltonianul cuantic al circuitului LC are
forma:

1
H = 4FEn? + éEchz (24)

Hamiltonianul circuitului LC cuantic este identic cu cel al oscilatorului armonic cuantic.

3.3 Circuitul qubitului supraconductor cu superinductanta

Circuitul LC clasic este compus doar din elemente care au un raspuns curent-tensiune
liniar. Din acest motiv, circuitul armonic LC nu poate fi folosit pe post de qubit, deoa-
rece spatierea energetica dintre starile lui |0),[1),]2) ..., |n) este echidistanta si deci nu va
permite adresarea si controlul doar anumitor tranzitii de interes precum |0) <> |1).

Asadar, este necesara adaugarea unui element nonliniar circuitului supraconductor. Aceasta
a permis crearea de circuite cu nivele energetice neechidistante, care pot fi excitate selec-
tiv de frecvente radio bine stabilite. Un astfel de element este jonctiunea Josephson, care
transforma circuitul intr-un adevarat atom artificial.

Ec

Pext

Figura 3.3: Circuitul echivalent al fluxonului alcatuit dintr-o jonctiune Josephson cu
energie I/;, un superinductor de energie g, si un capacitor de energie E¢x

17
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3.3.1 Jonctiunea Josephson

Efectul Josephson, observat la interfata dintre doua insule supraconductoare separate de
un izolator subtire, a fost prima data teoretizat in 1962 de catre Brian David Josephson [37].
Acesta a explicat efectul pe baza tunelarii cuantice a perechilor Cooper. Curentul produs
sau rata de tunelare, precum si tensiunea dintre cele doua insule supraconductoare, depind
de diferenta de faza dintre functiile de unda ale supraconductorilor ¢ [38].

I(t) = I.sin ¢(t) (25)
Vi) = % (26)

In formulele (25) si (26) prezentate mai sus, I¢ este o constantii experimentald numit
curentul critic al jonctiunii, iar h/2e este cuanta de flux magnetic.

In cazul qubitilor bazati pe circuite supraconductoare cu superinductante, jonctiunea
Josephson este suntata de un inductor mare cu impedanta caracteristica mare, numit supe-
rinductor [39]. Circuitul echivalent acestui qubit este reprezentat in Figura 3.3 [40].

3.3.2 Hamiltonianul Fluxonului

Pentru a obtine expresia Hamiltonianului fluxonului vom considera pentru inceput ele-
mentul neliniar, jonctiunea Josephson. Acesta are o energie caracteristica in functie de flux
data de formula:

E(®) = E;(1 — cosy) (27)

unde ¢ este faza, proportionala cu fluxul pe jonctiune, iar £ este scara de energie egala
cu (hlg)/2e, unde I¢ este curentul critic pe jonctiune.

P
Y= 27?(?0 (28)

B(®) = B(1 - cos 27%) (29)

Elementul inductiv L are o energie caracteristica

(I)Z
T 2L

Mai departe, am aflat Lagrangianul cu scopul de a-i afla transformata Legendre. Pentru
fluxonul reprezentat in Figura 3.3, acesta are forma:

EL(®) (30)

cP? B2 d,
— —= — Fy4(1 — 2m— 31
5 51 g ( coS W(I)O) (31)

Inversa transformatei Legendre transforma Lagrangianul intr-o functie H(Q;, ) care
este hamiltonianul cautat:

L(D;,d)) =

H=Q,0, - & (32)
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unde () este sarcina electrica, care joaca rol de impuls generalizat pentru variabila flux.

0.7
=Cd 33
Q=2 J (33)

Hamiltonianul poate fi exprimat atunci cu ajutorul expresiei de mai sus in functie de Q;
si @ astfel:

2
D,
H(QJ,@J):2Q_C+_+EJ(1_COSQ7TQTO> (34)
Exprimand acest Hamiltonian in functie de n si ¢, unde 7 este definit ca
0
= —1i 35
h=—igs (35)
obtinem expresia
2¢’n?  P2p?
Hn0) = 225+ % 1 By (1— cos) (36)

Considerand mai departe

= 37
o= (37)
i
38
L= gy (38)
Hamiltonianul devine
1
H(n,p) =4FEcn® + §EL¢2 + E;(1 — cos ) (39)
Considerand efectele unui flux exterior indus sistemului ¢.,;, Hamiltonianul devine:
A ~ 1 R R
H(n, ) = AEch® + S BL(¢ = ear)” = E c05($ = Pent) (40)

unde, datorita invariantei gabaritului, ne-am lipsit de constanta E;.

3.4 Matricea hamiltonianului fluxonului

Deoarece ne intereseaza o forma usor programabila a Hamiltonianului circuitului supra-
conductor, cautam expresia Hamiltonianului in cea de a doua cuantificare. In cadrul for-
malismului celei de a doua cuantificari, starile cuantice de interes sunt reprezentate in baza
Fock, iar manipularea acestor stéri se face prin operatorii de creare a' si anihilare a.

Dupa ce ajungem la o forma a Hamiltonianului dependenta doar de variabilele cunoscute
si de cele doud matrici a si af, constructia matricii Hamiltonianului se reduce la cateva
operatii algebrice de iInmultire si adunare cu matrici.

Introducerea celor doi operatori a' si a in formula Hamiltonianului se poate face folosind
relatiile:

A

n = —inzpp<d — dT) (41)

¢ = pzpr(a+a) (42)
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Noul nostru Hamiltonian ia forma

A R ~ 1 R . . R
H = —4n%pnEc(a—a")? + §EL[SOZPF(CL + ") = Qewt]” — Ejcoslozpr(a+ at) — vea] (43)

In expresia explicita a Hamiltonianului (43) apar mai multi termeni compusi din opera-
torii a si a' a ciror form& matriceald am aflat-o conform algoritmului prezentat mai jos.

3.4.1 Matricea a'a

Pentru a afla elementele matricii a'a pentru un n aleator vom proceda astfel:

10) o )
0) (0la'a|0) (0]a'a|1)
1) (La'al0) (1]a'al1)

In)  (nlataln)

Folosindu-ne de efectul operatorilor a si a' asupra unei stari n

aln) =+v/nln—1)

44
a'lny =vn+1|n+1) (4)
putem calcula elementele matricii afa
(0la'al0) =
(0] aa 1) = ﬁ<0|a*|0>=1<0|1>=0
0)=0
(1fala]0) = .
(1la'all) = V1(1]al [0) = 1(1]1) =1
(n|a'a ]n} Vn(n|a'n —1) =n(nn) =n
Forma generala a matricii a'a:
000 . 0
010 0
0 00 n
Pentru n = 5 vom avea
000O0O
01000
ala=10 0 2 0 0 (47)
00030
0 00O0 4
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3.4.2 Matricea a

Aplicdm aceeasi tehnicd precum in cazul matricii a'a pentru a afla elementele matricei a.

10) 1) 12) 3 . m
0)  (0[a]0) (Oall) (0]al2) (0]al|3)
1) (tal0) (fall) (1a]2) (1fal3)
2) (2[al0) (2lall) (2[a]2) (2[al]3)
3)  Blal0) @lall) @la]2) @[al3)
) (nfaln)

Putem calcula elementele matricii a

0,1,2,...,n]al0) =0

(0]a|1) = V1(0[0) = V1
(1,2,3,...,nla|l) =0

(0la|2) = V2/(0[1
11

(1la]2) = v2(1]1)
(2,3,4,...,n|al2) =0

) =0 (48)
V2

(n—1laln) =+vn(n—1n—1)=vn
(nlaln) =+vn{njn—1) =0

Forma generala a matricii a:

0+v1 0 0 ... 0

0 0 v2 0 ... 0

0 0 0 3 ... 0

““lo o o o : (49)
S vn—1
0O 0 0 0 0
Pentru n = 5 vom avea

0viI 0 0 0
0 0 vV2 0 0

a={0 0 0 V3 0 (50)
0 0 0 0 4
0O 0 0 0 0
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3.4.3 Matricea a'

Putem calcula elementele matricii a' prin transpunerea conjugati a matricii a. Forma
generald a matricii a' va fi

0O 0 0 0 0
Vi 0 0 0 0
0 v2 0 0 0
at=10 0 V30 (51)
0 0 0 0 +vn—-1 0 0
o 0 0 0 ... N
Pentru n = 5 vom avea
0O 0 0 0 0
Vi 0 0 0 0
add=]10 v2 0 0 0 (52)
0 0 V3 0 0
0 0 0 V4 0
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4 Partea aplicativa

4.1 Jupyter Notebook si Python 3.8

Proiectul Jupyter este un proiect open source dezvoltat de catre comunitatea [Python in
2014, folosit pentru vizualizarea datelor stiintifice intr-un mod interactiv si pentru progra-
marea stiintifica in mai multe limbaje de programare.

Printre produsele dezvoltate de proiectul Jupyter se numara si Jupyter Notebook, Ju-
pyterHub si JupyterLab. In redactarea codului suport pentru aceasta lucrare am folosit
Jupyter Notebook.

Jupyter Notebook este un mediu de calcul web-based interactiv care creaza documente
de tip notebook, sau caiet. Un caiet sau notebook este un REPL (Read-Eval-Print Loop)
bazat pe browser, alcatuit dintr-o insiruire de celule ordonate de intrare si iesire care contin
cod, text, matematica, diagrame sau chiar continut media.

Limbajul de programare pe care l-am folosit este Python pentru avantajele pe care acesta
le aduce prin faptul ca am putut folosi biblioteci standardizate precum NumPy, Matplotlib
si SciPy. Acestea s-au dovedit foarte utile in studiul qubitilor supraconductori.

Am folosit OpenSHH pentru conectarea la distanta la un server dedicat simularii cuantice
al Institutului National de Cercetare-Dezvoltare pentru Tehnologii Izotopice si Moleculare

(INCDTIM).

4.2 Reprezentarea grafica a functiilor de unda

Pentru inceput am reprezentat grafic functiile de unda obtinute din Hamiltonianul calcu-
lat in capitolul anterior (43). Pentru aceasta am folosit initial reprezentarea matriceala a
operatorilor de creare si anihilare descrisa de ecuatiile (49) si (51).

Initial am folosit un numar maxim ales pentru parametrul dimensional n,,,, = 5. Al-
goritmul folosit este descris in sectiunile de mai jos. Pentru implementarea lui am folosit
plaltforma de calcul interactiva Jupyter Notebook, utilizand limbajul de programare Py-
thon3.

4.2.1 Initializarea constantelor si operatorilor
Constantele fizice si matematice folosite pe parcursul programului sunt:

h
ha €, EJ? C) L7 PExt, T, Cb[) = 2_
e

import scipy.constants as const
import math

hbar = const.hbar

electr = const.e

EJ = 6.2

C = 5.3e-15

L = 386e-9

phi_ext = 0.0

pi = math.pi

phi0 = const.h/(const.ex*2)
nmax = 5
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Am initializat apoi matricele operatorilor de creare si anihilare a' si a, folosindu-ne de
relatia:

(m|aln) = (m|vVn—1|n—1) = Vnémn_1

import numpy as np
def annihilation_operator (nmax):

a = np.zeros ((nmax ,nmax))
for n in range(1,nmax):

m = n-1

a[lm, n] = math.sqrt(n)

return a

In continuare, operatorul de creare a' si cel de anihilare a vor fi notati cu adag si a.

a = annihilation_operator (5)
adag = a.conj().T

4.2.2 Initializarea energiilor E¢ si I, si variabilele nzpr si pzpr
Pentru usurinta de calcul si pentru a putea evidentia ulterior efectul modificarii impedantei

L si capacitantei C' am exprimat variabilele E¢, Er, nzpr si ¢zpr In functie de acestea.
Cunoscand formulele pentru nzpp si ¢zpr

1 /h

si luand in considerare

vom exprima

Aceste valori le vom initializa in cod cu ajutorul functiilor

def Z(L,C):
Z = np.sqrt(L/C)
return Z

def n_zpf(L,C):

nzpf = 1/(2*electr)*np.sqrt ((hbar/2)*np.sqrt(L/C))
return nzpf
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def fi_zpf(L,C):

fizpf = 2+pi*np.sqrt(hbar/(2*np.sqrt(L/C)))/phio

return fizpf
Energiile E¢ si Ep, le-am exprimat cu ajutorul formulelor

2

e
Jop——
¢~ 9C
_ %
L= yrer,
h
By — -
07 2

pe care le-am definit cu ajutorul functiilor

def fEC(C):
EC =electr*electr/(2*C)
return EC

def fEL(L):
phi0O = h/(2xelectr)
EL = phiO*phiO/(4*math.pi*math.pix*L)
return EL

4.2.3 Descompunerea spectrala a matricii cosinus

In expresia Hamiltonianului (43) apare termenul cos|@zpr (i + al) — @eg], a cirui matrice

o vom calcula prin descompunere spectrala.

Am initializat termenul din interiorul cosinusului, numindu-1 A.

A = fi_zpf(L,C)*(at+tadag)-phi_ext*np.identity (nmax)

Pentru a putea diagonaliza matricea, i-am gasit vectorii si valorile proprii si, cu ajutorul

matricii modale, am construit matricea diagonala A,.

(wa, va) = np.linalg.eigh(A)

Ra = va

Ra_dagger = Ra.conj().T

A_d = np.matmul (np.matmul (Ra_dagger ,A), Ra)

Avand matricea diagonald, am construit matricile proiector folosindu-ne de formula

Py = |vg) (vil

(53)

Pentru a putea aplica formula (53), am separat matricile vectorilor proprii v, in 5 vectori

individuali, carora le-am obtinut proiectorii Fy, Py, Pa, Ps, Pj.

P = np.empty((5,5), dtype = complex)
cosA = np.empty((5,5), dtype = complex)

vai0 = np.array([[va[0][0]],[val1]l[0]],[val[2][0]1],
[val[31[0]1]1,[val4]1[0]111)

vail = np.array([[val[0][1]],[val(1](1]],[val2][1]1],
[val[31[11]1,[val4]1[1111)

vai2 = np.array([[val[0][2]],[val1]1[2]11,[val2][2]],
[va[31[2]1]1,[val4]1[2111)
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10 vai8 = np.array([[va[0][3]1],[val1]1[3]11,[val2][3]1],
11 [val[31[311,[val4]1[3111)

12 vai4 = np.array([[val[0][4]],[val1]1[4]1],[val2][4]1],
13 [(va[3]1[4]1],[val4]10[4111)

14

15 PO = np.matmul(vaiO, vaiO.conj().T)

16 P1 = np.matmul(vail, vail.conj().T)

17 P2 = np.matmul (vai2, vai2.conj().T)

18 P3 = np.matmul(vai3, vai3.conj().T)

19 P4 = np.matmul(vai4, vaid.conj().T)

Matricea cos A va fi construita dupa formula

cos A = Z cos (a;) P; (54)

1 cosA=np.cos(wa[0])*PO+np.cos(wa[1]) *Pl+np.cos(wa[2])*P2
2 +np.cos (wa[3])*P3+np.cos (wa[4]) *xP4

Matricea cos[pzpr(a + a') — peri] va avea valoarea

1 import pandas as pd

2 np.set_printoptions(linewidth=np.inf)

3 pd.options.display.float_format = '{:.4f}'.format
A print (cosA)

.999e-01 -4.857e-17 -4.033e-08 -1.110e-16 9.020e-16]
.857e-17 9.999e-01 1.387e-16 -6.986e-08 6.938e-16]
.034e-08 1.387e-16 9.999e-01 3.331e-16 -9.880e-08]
.110e-16 -6.986e-08 3.331e-16 9.999e-01 4.441e-16]
.020e-16 6.938e-16 -9.880e-08 4.4409e-16 9.999e-01]

0

| B e TN s Y s I e §
|

© = > ©

4.2.4 Construirea matricii Hamiltonianului

Avand si ultima matrice din formula Hamiltonianului, am defint o functie care va genera
matricea acestuia in functie de parametrii Ej, L, C' i @egs.

1 def const_ham_phiext(EJ,L,C,phiext):
tl = -4xn_zpf (L,C)*n_zpf (L,C)*np.matmul (a-adag,a-adag)*fEC(C)
t2 1/2*fEL (L) *np .matmul (fi_zpf (L,C)*(a+adag)
-phi_ext ,fi_zpf(L,C)*(a+adag)-phi_ext)
t3 = -EJ*cosA
6 H=t1 + t2 + t3
7 return H

Pentru valorile alese F; = 6.2GHz, L = 386nH, C' = 5.3¢ — 6nF', p.,y = 0.0, matricea
Hamiltonianului are forma:

I H = const_ham_phiext(6.2,386e-9,5.3e-15,0.0)

2 print (H)

[-6.199e+00 3.011e-16 2.500e-07 6.883e-16 -5.592e-15]
5 [ 3.011e-16 -6.199e+00 -8.604e-16 4.331e-07 -4.302e-15]
6 [ 2.500e-07 -8.604e-16 -6.199e+00 -2.065e-15 6.125e-07]
7 [ 6.883e-16 4.331e-07 -2.065e-15 -6.199e+00 -2.753e-15]
8 [-5.592e-15 -4.302e-15 6.125e-07 -2.753e-15 -6.199e+00]
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4.2.5 Functiile de unda in functie de frecventa

Pentru a putea descrie comportamentul fluxonului am extras din matricea Hamiltonianului
calculata anterior matricea de vectori proprii V¥, folosindu-ne de o functie predefinita in
libraria NumPy de extragere a vectorilor si valorilor proprii, linalg.eigh.

1 E, Psi = np.linalg.eigh(H)

Am ales sa scriem functiile de unda ale Hamiltonianului in baza Fock, pentru care am
initializat primii cinci vectori de baza conform definitiei (55).

Focky = Fock, = Focky = Focks; = Fock, =

S OO O
il el =
OO = OO
O = O O O
o O O O

—~

ot

ot

~—

FockO = np.zeros((5,1))
FockO[0,0] = 1
Fockl = np.zeros((5,1))
Fock1[1,0] = 1
Fock2 = np.zeros((5,1))
6 Fock2[2,0] = 1
7 Fock3 = np.zeros((5,1))
8 Fock3[3,0] = 1
9 Fock4 = np.zeros ((5,1))
10 Fock4[4,0] = 1

S B N O

Am separat ulterior matricea ¥, numita in cod Psi, in 5 vectori unidimensionali psiO,
psil, psi2, psi3, psi4, pe care ulterior i-am folosit la generarea functiilor W (y), ¥1(y),
Ua(), Us(), Ya(p).

psi0 = FockO*Psi[0,0]+Fock1*Psi[1,0]+Fock2*Psi[2,0]
+Fock3*Psi[3,0]+Fock4*Psi[4,0]

psil = FockO#*Psi[0,1]+Fockl1*Psi[1,1]+Fock2*Psi[2,1]
+Fock3*Psi[3,1]+Fock4*Psi[4,1]

S psi2 = FockO#*Psi[0,2]+Fockl1*Psi[1,2]+Fock2*Psi[2,2]
6 +Fock3*Psi[3,2]+Fock4*Psi[4,2]

7 psi3 = FockO#*Psi[0,3]+Fockl1*Psi[1,3]+Fock2*Psi[2,3]

8 +Fock3*Psi[3,3]+Fock4*Psi[4,3]
9 psié FockO*Psi[0,4]+Fock1*Psi[1,4]+Fock2*Psi[2,4]
10 +Fock3*Psi[3,4]+Fock4*Psi[4,4]

Pentru a afla dependenta de ¢ a functiilor de unda W, consideram descompunerea:

Uo(p) = (p|Vo) = (plan |0) + (p| a1 [1) + -+ (p|lay_1 [n — 1) (56)

unde

p|0) = &5 (p) (57)

Atunci, descompunerea se poate rescrie ca
Wo(p) = ap® () + 1@ () + -+ + a1 @9 () (58)

Tinand cont ca in aceasta formula:
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1 2
1O (p) = ——=——==e"n H, (

o

(59)

sunt functile de unda ale oscilatorului armonic, pentru a construi aceste functii de unda

ne folosim de harmonic waven.

def harmonic_waven(n, phi, L, C):

norm = math.sqrt ((2**n)*math.factorial (n)*math.sqrt(math.pi))
expon = math.exp(-phi*phi/(2*xfi_zpf(L,C)*xfi_zpf(L,C)))
pol = hermite_poli(phi/(math.sqrt (2)*fi_zpf(L,C)), n)

psi = expon*pol/norm
return psi

Expresile ¥o(v), ¥1(v), Ya(v), Y3(p), Yu(ep), E(p) le-am definit individual cu ajutorul

unor functii de tip:

def PsiO_phi (phi,nmax, L,C):
PsiOfi = psiO.item(0)*harmonic_waven (0,phi,L,C)
+psiO.item (1) *xharmonic_waven (1,phi,L,C)
+psiO.item (2) *harmonic_waven (2, phi,L,C)
+psiO.item (3) *harmonic_waven (3, phi,L,C)
+psiO.item (4)*harmonic_waven (4,phi,L,C)
return(PsiOfi)

In gridul pe care l-am folosit la plotare am ales 500 puncte (ngrid) si am ales domeniul

lui ¢ astfel:

¢ = [—0.001,0.001]

(60)

Dupa aceasta prima initializare am generat valorile functiilor definite anterior peste intreg

spatiul.

ngrid = 1500 #puncte pe axa x
phi_min = -0.001

phi_max = 0.001 #interval phi
d_phi = (phi_max-phi_min)/(ngrid-1) #discretizare
phi_grid = np.zeros ((ngrid))
f_grid = np.zeros((ngrid))
g_grid = np.zeros ((ngrid))
h_grid = np.zeros((ngrid))
k_grid = np.zeros ((ngrid))
l_grid = np.zeros ((ngrid))
m_grid = np.zeros ((ngrid))

for i in range (ngrid):

phi_grid[i] = phi_min+ix*d_phi

f_grid[i] = PsiO_phi(phi_grid([i],nmax,L,C)
g_grid[i] = Psil_phi(phi_grid[i],nmax,L,C)
h_grid[i] = Psi2_phi(phi_grid[i],nmax,L,C)
k_grid[i] = Psi3_phi(phi_grid[i],nmax,L,C)
1_grid[i] = Psi4_phi(phi_grid([i],nmax,L,C)
m_gridl[il E_phi(phi_grid[i],nmax,L,C)

Reprezentarea grafica a acestora am facut-o pe acelasi grafic:

import matplotlib.pyplot as plot

fig, axl = plot.subplots(figsize=(14,9))
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fig.autofmt_xdate ()
plot.plot (phi_grid, f_grid)
plot.plot(phi_grid, g_grid)
plot.plot (phi_grid, h_grid)
plot.plot (phi_grid, k_grid)
plot.plot (phi_grid, 1l_grid)
plot.plot (phi_grid, m_grid)
fig.set_dpi (300)

axl.set_xlabel (r"$\varphi$", fontsize=22)

axl.set_ylabel (r" $\Psi(\varphi)$", fontsize=22)

axl.set_title(r"\bf{ Func ii de und } $\mathbf{\Psi(\varphi)}$ \bf{}
$\mathbf{n=5}$ ",fontsize=22)

plot.show ()

Pentru plotarea probabilitatilor ne intereseaza sa reprezentam grafic patratul functiilor
de unda.

fig, axl = plot.subplots(figsize=(14,9))
fig.autofmt_xdate ()

plot.plot (phi_grid, f_grid**2)

plot.plot (phi_grid, g_grid**2)

plot.plot (phi_grid, h_grid**2)

plot.plot (phi_grid, k_grid**2)

plot.plot (phi_grid, l_grid**2)
fig.set_dpi (300)

axl.set_xlabel (r"$\varphi$", fontsize=22)

axl.set_ylabel(r" $|\Psi(\varphi)|~2$", fontsize=22)

axl.set_title(r" $\mathbf{|\Psi(\varphi)|~2}$ \bf{} $\mathbf{n=5}$ ",
fontsize=22)

plot.show ()

Reprezentarea grafica a functiilor de unda calculate este ilustrata in Figura 4.1, iar pro-
babilitatile aferente acestora sunt ilustrate in Figura 4.2.

Mai departe, urmand aceiasi pasi descrisi de algoritmul prezentat mai sus, am plotat
primele 7 functii de unda si probabilitatile aferente acestora, insa considerand influenta
primilor 7,4, = 20 termeni din descompunerea descrisa de formula (58). Rezultatele acestor
reprezentari se regasesc in Figura 4.3 si Figura 4.4.

import scipy.constants as const
from numpy.polynomial.hermite import hermval
import math

hbar = const.hbar

electr = const.e

EJ = 6.5348e-25

C = 5.3e-15

L = 386e-9

phi_ext = 0.0

pi = math.pi

phiO const.h/(const.ex*x2)
nmax 20
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Figura 4.1: Reprezentarea grafica a primelor 5 functii de unda ¥ in functie de ¢,
considerand n,,,, = 5
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Figura 4.2: Reprezentarea grafici a probabilitatilor |[¥(p)|? primelor 5 functii de unda
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Figura 4.3: Reprezentarea grafica a primelor 7 functii de unda ¥ in functie de ¢,
considerand n,,,, = 20
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Figura 4.4: Reprezentarea grafica a probabilitatilor |¥(p)|* primelor 7 functii de unda cu
Nnaz = 20
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4.3 Studiul energiilor

In aceasti parte a lucrarii ne-am propus sa studiem nivelele energetice necesare functionarii
qubitului supraconductor cu superinductante. Pachetele utilizate, precum si constantele
de interes, au fost definite. La definirea valorilor pentru capacitate si inductanta am ales
valorile C'= 5.3 fF si L = 386nH din articolul lui Smith et al.(2016) [41]. Iar pentru studiul

energiilor, am ales n,,,, = 20.

1 import scipy.constants as const
2 import math

3 import matplotlib.pyplot as plot
4 import numpy as np

6 h = const.h

7 hbar = const.hbar

8 electr = const.e

9 C = 5.3e-15 #din Smith

10 L = 386e-9 #din Smith

11 phi_ext = 0.0

12 pi = math.pi

13 phi0 = const.h/(const.ex*2)
14 nmax = 20

4.3.1 Exprimarea Hamiltonianului in functie de energii

Pentru studiul energetic al sistemului alegem sa exprimam hamiltonianul in functie de
termenii de energie E; , Ey, si Eq. Pentru aceasta, definim doua functii fC si fL, care vor
calcula valoare E¢, respectiv 7, In functie de valoarea aleasa anterior pentru C si L.

1 def fEC(C):

2 EC =electr*electr/(2*C)

3 return EC

| def fEL(L):

5 EL = phiO*phiO/(4*math.pi*math.pix*L)
6 return EL

Pentru a simplifica calculele si reprezentarea grafica ne intereseaza sa schimbam unitatea
de masura a energiilor din J in GHz.

[Els =~ = hlv]a- (61)

I def JtoGHz (x):
energy = x/h*1.e-9
3 return energy

V]

In expresia Hamiltonianului (43), pe langa termenii de energie, avem matricile operato-
rilor a si a' de dimensiune 20 x 20 si expresiile lui nzpp Si pzpr.

1 a = annihilation_operator (nmax)
2 adag = a.conj().T
Pentru a afla valorile lui nzpp si ¢zpp In functie de energii vom defini o functie para-
metrii.

1 def parametrii(EC, EL):
L = phiO*xphiO/(4*EL*math.pi*math.pi)

N
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C electr*xelectr/(2*EC)

Z = math.sqrt(L/C)

omega = math.sqrt (L*C)

qzpf = math.sqrt ((hbar)/(2xZ))
nzpf = qzpf/(2*xelectr)

PHIzpf = math.sqrt ((hbar*z)/(2))
phizpf = 2%math.pi*PHIzpf/phiO

return L, C, omega, nzpf, phizpf

Am urmat apoi acelasi procedeu de creare a matricii cos[¢zpr(a + a') — @ezr] prin des-
compunere spectrala, luand in considerare n,,,, = 20.
Dupa obtinerea expresiei matricii nu a mai ramas decat sa definim o functie H care sa
calculeze Hamiltonianul prin simple inmultiri si adunari.
def H(EJ,EL,EC,phiext):
L, C, omega, nzpf, phizpf = parametrii (EC,EL)
tl=-4*xnzpf*nzpf+*np.matmul (a-adag,a-adag)*EC
t2=1/2*EL*np.matmul (phizpf*(a+adag) -phiext ,phizpf*(a+tadag)-phiext)
t3=-EJ*cosA
H=t1l + t2 + t3
return H

4.3.2 Forma potentialului qubitului

Expresia potentialului sistemului circuitului supraconductor este:

_ Epp?
2

V() — Ejcos(¢ — ¢eat) (62)

Pentru acesta, am definit functia V:
def V(EJ,EL,phi,phi_ext):
V = EL*phi*phi*1/2-EJ*np.cos(phi-phi_ext)
return V

Dupa ce am reprezentat matriceal sistemul fluxonului, am putut studia efectul modi-
ficarii valorii fluxului magnetic exterior ¢.,; asupra potentialului si functiilor proprii ale
acestuia. Efectul resimtit de potential odata cu variatia fluxului exterior intre cele patru
valori [0, 7, Z, 37| este ilstrat in Figurile 4.5 si 4.6.

Valoarea fluxlului exterior ,aranjeaza” efectul oscilant al potentialului Josephson peste
potentialul parabolic al circuitului. Prin variatia fluxului magnetic exterior, potentialul
sistemului se poate schimba fara mult efort dintr-un potential de tip groapa @e,: = 0 la unul
simetric cu doua gropi la g = 7.

In stagiile intermediare celor dous forme ale potentialului se observa tendinta de a lua
forma unei duble gropi. Variatia fluxului magnetic exterior este un element esential in
proiectarea de qubiti supraconductori, deoarece acesta dicteaza atat forma potentialului
capabil de confinare a anumitor stari energetice, cat si valorile acestor energii, adica valorile
proprii ale matricii sistemului.

Este imperativ atunci in proiectarea unui qubit ca nivelele energetice care prezinta
tranzitii de interes, precum |0) <> |1), sa fie cat mai mult separate energetic de nivelele

mai ridicate prin alegerea parametrilor de circuit si fluxului exterior p.,; ideal.
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Figura 4.5: Reprezentarea grafica a potentialului V (¢, pep) pentru @epy = 0 81 Qegy = 7
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Figura 4.6: Reprezentarea grafica a potentialului V(p, pey) pentru pe.y = 5 Sl Pext
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4.3.3 Influenta E; asupra potentialului

Prin reprezentarea grafica a potentialului am reusit sa studiem influenta termenului de
energie F; asupra formei acestuia (Figura 4.7). Odata cu cresterea energiei jonctiunii Jo-
sephson se observa o crestere a anarmonicitatii potentialului, indepartandu-se din ce in ce
mai mult de forma potentialului oscilatorului armonic.

Putem concluziona ca parametrul E; creste rezistenta qubitului la zgomot, crescand
barierele de potential pe care particula ar trebui sa le ,sara” la tunelarea dintr-un minim
local in altul.

15.0
12.5 12.5 1
E; =4.68GHz
10.0 1 10.0 1
i 7.5
5.0
5.0
2.5
2.5
0.0 -
0.0 -
—2.5
—2.5
—5.0
-5 0 5 -5 0 5

Figura 4.7: Potentialul V() reprezentat pentru doua valori ale lui E;

4.3.4 Nivelele energetice ale sistemului

Pentru a reprezenta grafic nivelele energetice ale qubitului supraconductor am definit o
functie Energie, care, cu ajutorul np.linalg.eigh, va extrage vectorii si valorile proprii din
Hamiltonianul calculat mai sus, pentru cateva seturi de parametri ale unor implementari
fizice ale fluxoniumului luate din Masluck (2012) [42] si din Gusenkova et al. (2022) [43].
Reprezentarea grafica a potentialului si a nivelelor energetice respective unor configuratii de
parametri sunt ilustrate mai jos (Figura 4.8).

def Energie(EJ,EL,EC,phiext):
fe, ve = np.linalg.eigh(H(EJ,EL,EC,phiext))
energy = fe

return energy
energy = Energie(EJ,EL,EC,phi_ext)
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Figura 4.8: Reprezentarea potentialului qubitului supraconductor studiat si a primelor 5
nivele energetice aferente acestuia pentru patru seturi de valori E;, L, C' experimentale. In
grafice sunt evidentiate starea fundamentald |0) cu negru, prima stare energetica |1) cu
rosu si cea de a doua stare energetica |2) cu mov.
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Dupa cum este ilustrat in graficele (a)-(h) din Figura 4.8, parametrii alesi pentru capa-
citate C', inductanta L si energie Josephson E; sunt foarte importanti in proiectarea unei
arhitecturi de qubit supraconductor.

Se poate observa din grafice ca starea fundamentala |0), reprezentata prin linia de culoare
neagra, este bine confinata in groapa de potential (in cazul graficelor (a),(c),(e),(g) pentru
@ezt = 0) sau intr-una din cele doua gropi de potential (pentru cazurile (b),(d),(f),(h) in care
potentialul are o forma simetrica cu doua minime globale datorat fluxului exterior @e,; = ).

Pozitionarea pe prima stare energetica |1) prezinta in schimb posibilitatea de tunelare
a particulei in toate cele trei gropi de potential, in cazul .,y = 0. Se poate observa din
graficele de la punctele (b),(d),(f),(h) ca odata cu variatia fluxului magnetic exterior putem
manipula starea |1) spre o stare care ar permite tranzitia |0) <> |1) caracteristica si necesara
functionarii circuitului supraconductor precum un qubit.

Urcand spre starile energetice mai inalte, de la |2) in sus, se observa din grafice ca
acestea nu mai pot fi controlate si manipulate schimband potentialul prin modificarea fluxului
exterior.

In concluzie, prin cunoasterea elementelor care influenteaza potentialul si implicit si va-
lorile Hamiltonianului se pot proiecta circuite supraconductoare cu superinductante capabile
sa functioneze optim in regim de qubit.
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Concluzii

In concluzie, am realizat in cadrul acestei lucrari un studiu asupra qubitilor bazati pe
circuite supraconductoare cu superinductante.

Am Inceput cu o scurta introducere istorica asupra calculului quantic, unde am pre-
zentat contextul istoric si cel actual al calculatoarelor cuantice, prezentarea fiind axata pe
momentele cheie din dezvoltarea lor.

Pentru intelegerea proceselor din spatele functionarii calculatoarelor cuantice, am intro-
dus notiunea de qubit, echivalentul cuantic al bit-ului clasic. Am prezentat principalele
procese pe care se baseaza functionarea unui qubit: superpozitia si paralelismul cuantic, si
am discutat succint criteriile necesare pentru implementarea calculelor cuantice. In acest
context, am prezentat etapele de dezvoltare a unui sistem cuantic spre un calculator cuantic
tolerant la erori, si am discutat prezentat etapa in care se afla sistemele bazate pe qubiti
supraconductori in acel model.

Spre a ne realiza obiectivul de simulare a functilor de unda si a nivelelor energetice, am
reusit sa modelam procesele prin construirea matricii hamiltonianului sistemului. Am ajuns
la forma analitica a hamiltonianului pornind de la considerente de analiza de circuit, pe care
le-am aplicat unui circuit echivalent al fluxonului.

Am reusit sa ajung la forma matriceala a hamiltonianului prin scrierea acestuia in forma-
lismul celei de a doua cuantificari, exprimarea operatorilor de creare si anihilare in forma lor
matriceala (prin calcularea elementelor de matrice), descompunerea spectrala a elementului
oscilant datoral jonctiunii Josephson, si reuniunea tuturor acestor termeni intr-o functie de
parametrii £y, L, C, @¢y specifice qubitului cu superinductante.

Dupa ce am gasit relatiile dintre parametrii de circuit si hamiltonianul sistemului, am
reusit sa reprezentam pentru mai multe valori realiste, care au fost deja implementate expe-
rimental, graficele energetice care cuprind potentialul si primele 5 nivele energetice. Avand
aceste grafice, am purtat o discutie despre optimizarea functionarii ca qubit a circuitului
supraconductor si efectul variatiei fluxului magnetic exterior, ¢.,;. Lucrarea de fata prezinta
deci un algoritm capabil sa proiecteze si sa simuleze marimi de interes precum probabilitatile,
functiile de unda, potentialul energetic si nivelele proprii de energie ale unor qubiti bazati
pe circuite supraconductoare cu superinductante, pe care l-am folosit pentru evidentierea
influentei diferitilor parametrii in functionarea optima a qubitului.

In concluzie, qubitii bazati pe circuite supraconductoare cu superinductante prezinta o
arhitectura care ne permite sa accesam tintit nivele energetice de interes precum |0) <> |1)
si care ne permite controlul asupra lor prin modificarea fluxului magnetic exterior. Desi inca
extrem de zgomotoase si foarte sensibile la factori externi precum temperatura si radiatiile
cosmice, qubitii bazati pe circuite supraconductoare sunt cea mai avansata si promitatoare
implementare a calculatorului cuantic.
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