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Eloszo

A jegyzet a Széchenyi Istvan Egyetem mérnoki BSc-szakos hallgatoi sza-
mara készult, a valoészinlség-szamitas és a matematikai statisztika klasszi-
kus bevezet6 fejezeteit tartalmazza. Az anyag targyalasanal az elméleti
részek rovid, el6adasjegyzet formaban torténd leirasara torekedtink. Ezzel
azt kivantuk elérni, hogy egy viszonylag révid, témakorok szerint jol tagolt
anyag alljon a hallgatok rendelkezésére. A példaknal igyekeztink az elmé-
let miszaki-gazdasagi alkalmazasait is bemutatni. A jegyzet terjedelmi kor-
latai miatt csak a fontosabb és viszonylag egyszerten igazolhat6 tételek
bizonyitottuk. A statisztika részben is csak a leggyakrabban alkalmazott
probak ismertetésére szoritkoztunk.

A jegyzet Gjszert abban az értelemben, hogy a statisztikai feladatoknal
a kézi szamolas mellett azok Microsoft Excellel torténé megoldasat is is-
mertettiik, mivel ez a programcsomag minden hallgaté szamara ingyene-
sen elérhet6. Az anyag hagyomanyos eloszlasi tablazatokkal t6rténd kiegé-
szitését elhagytuk, hiszen a Microsoft Excel eloszlasfuggvényei ezeknél
sokkal részletesebb informacioét szolgaltatnak.

Végiil koszonet illeti dr. Bolla Mariannat, a Budapesti Maszaki és
Gazdasagtudomanyi Egyetem docensét a jegyzet gondos lektoralasaért és
hasznos megjegyzéseiért, kiegészitéseiért.

A szerzok.
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1. Kombinatorika

1.1. Permutaciok, variaciok és kombinaciok

N kiilonb6z6 elem kiillonb6z6 sorrendjeinek (az N elem permutacidinak) a
szama:

P=nl=n-(n-1)-...-2-1.

Ha az n elem kézote K,,K,,....K, (K, +K, +...+ K, =n) darab megegye-

z6 van, az N elem ismétléses permutaciéHibal A konyvijelz6 nem léte-
zik.inak a szama:

pikevaki _ n!
n - .
KK,k

N kilonb6z6 elembdl K kiillonbozEt kivalasztunk (K <n) és minden lehet-
séges sorrendbe allitjuk. Az igy keletkezé variaciok szama:

Vo =n-(n=1)-...-(n=k +1).
Ha megengedjiik a kivalasztasnal az ismétlédést is, az ismétléses varia-

ciok szama:
ism _ .~k
Vo =n°.

Ha az n kilonbozé elembdl K-t kivalasztunk (K <n), de a kivilasztottakat
nem rakjuk kilonb6z6 sorrendbe, a keletkezé kombinaciék szama:

Vi _n-(n=1)-...-(n—k+1) n! (n]
Cn,k: = = °

P, k! “k(n—k) Lk

Ha n kiilonb6z6 elembdl kivalasztunk K-t, de a kivalasztott elem ismétléd-
het, a felirhat6 ismétléses kombinaciok szama:

o (n+k—=1
Cok = ¥ .
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n n
Megegyezés szerint 01=1 és ( j = [Oj =1.
n

1.1. tétel. Az N elem K-ad osztalyu ismétléses kombinacidinak a szama
megegyezik az (n +k— 1) elem K-ad osztalyu ismétlés nélkiili kombinacio-

. ;. ism __
inak szamaval, azaz C\' =C .

Bizonyitas. Jelolje A az N elem K-ad osztilyt ismétléses kombinacidinak
é¢s Baz (N+k—1) clem k-ad osztaly ismétlés nélkiili kombinacisinak a
halmazat. A kombinacioknal a kivalasztas sorrendje nem szamit. Igy az A
halmaz elemeit az {1,...,n} halmaz elemeibdl all6 (al,az,...,ak)e A nem

csokkens @, <@, <...<a, sorozatoknak, a B halmaz elemeit pedig az
{1,....,n+k =1} halmaz elemeibsl all6 (b,.b,,...,b, )€ B szigortan néve-
kedé b <b, <...<b, sorozatoknak tekinthetjiik. A két halmaz kozott a
kovetkezé T : A — Bleképezést létesitjik. Tetszbleges (al,az,...,ak)e A
ismétléses kombinacidhoz rendeljik hozza a

T(a.a,,....a)=(a,a, +1,...,a, +k—-1)eB

ismétlés nélkuli kombinaciot.

A tovabbiakban azt igazoljuk, hogy ez a T leképezés kolcsondsen egy-
értelmi. Ehhez azt kell megmutatnunk, hogy a T leképezés az A halmaz
kilonb6z6 elemeihez a B halmaz kilonbozé elemeit rendeli és a B halmaz
minden egyes (0,,b,,...,b,) cleméhez talilhaté olyan A halmazbeli

a.,a,,...,a ) elem, amelyre
(1 2 k) Yy

T(a,a,,-a)=(0,b,,....0,)
teljestl. Legyenek
(a.a,,....,a,), (8,.3,,...,8,)e A

tetsz6leges killonb6z6 ismétléses kombinaciok. Ekkor a

T(a.a,,....a,)=(a,a, +1,...,a, +k—1)

T(.4,...8)=(3,3,+1,...,8 +k-1)
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ismétlés nélkiili kombinaciok is kiillonboznek, ugyanis
(a.a,,....a,)-(a,a,,....8,)=(a, -a,a, -a,,...,a, — &)
#(0,0,...,0)

esetén
T(a.a,,...,a,)-T(a,4,,....8,)

sem egyenld a (0,0,. . .,O) sorozattal, mivel
T(a,a,,...,a)-T(a,3,,....,4 )=(a, -a,a,-a,,...,a —a,)

Legyen (b,0,,...,b, )€ B egy tetszéleges ismétlés nélkiili kombinacio. Ek-

kor (b,b,—1,...,b, =k +1)€ A egy olyan ismétléses kombinéci6, amelyre
T(b,b, —1,...,b, —k+1)=(b,,b,,....5,)

teljestl. Ezzel igazoltuk a tételt.

A tétel kimondasa és bizonyitasa mas, szemléletesebb gondolatmenettel is
torténhet. Vegyik észre, hogy a tétel allitasa azzal ekvivalens, hogy
CoM = PIeK . Ennek belitisit az alibbi példin keresztill szemlélretjik.
Cukraszdaban 7 fajta sutemény van, ezekbdl haza akarok vinni £ darabot
(k >n is lehet). Hanyféleképpen tehetem ezt meg? A vasarlasokat a ko-
vetkez6képp adminisztralom: felirom az 7 sut nevét, kozéjik (n—1) vo-
nalat hizok, és a vasarolt sitiket ugyanannyi ponttal jelolom. Koénnyd
latni, hogy pontosan annyi kilonb6z6 hazavitel 1étezik, mint ahany kilon-
b6z6 sorrendje van az (N—1) vonasbdl és £ pontbdl allé sorozatnak. Ez
utébbi épp (N—1+4+K) elem ismétléses permuticidinak szima, melyek

kozul (n—1) ill. £ egymas k6zott megktlonboztethetetlen.

1. példa. (Permutaciok.) Hany olyan tizjegyd szam van, amelyben minden
| szamjegy csak egyszer fordul el6?

Megoldas. El6szor vegylik az 6sszes olyan szamot, amelyek 10 kilonbo-
z6 jegybdl allnak! Ezek szama a 10 elem 6sszes permutacidinak szama,
vagyis P, =10!. Mivel a permuticiok képzése soran egyik szamjegynek
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sincs megkiilonboztetett szerepe, ezért nyilvan 1/10 részében 0 all az elsé
helyen. Tgy a megfelel6 permuticidk szima az 6sszes permutaciok 9/10
tésze. Tehat 9/10-10!=9-9! valédi tizjegyli csupa kiilénbézé szamiegyet

tartalmazd szam van.

Mas megoldas: az 1-10. helyiértékig a kilonb6z6 kitoltések szama:

9-9.8-..-2:1=9.9!.

2. példa. (Ismétléses permutaciok.) Egy pénzérmét tizszer egymas utan
feldobunk. Hanyféle olyan dobassorozat van, amelyben 6 fej és 4 {ras for-
1 dul el6?

Megoldas. A dobasok szama adja az elemek szamat, ez tehat 10. Mivel 6
fej és 4 iras megegyez6 elemeket jelentenek, a sorrendek szamat ismétléses
permutacioval kapjuk meg:

pos _ 100 _10-9-8-7-6!
10

= = =3-7-10=210.
6!-4!  6!4-3-2-1

3. példa. (Variaciok.) Egy nyolctagt csalad egy alkalommal négy szinhaz-
 jegyet kap. Hanyféleképpen oszthatok ki a jegyek a csaladtagok kozott?
1 (Mivel a jegyek szamozottak, a sorrendet is figyelembe kell venniink!)

Megoldas. A csalad nyolc tagjabol négyet kell kivalasztanunk és ezek
sorrendjét is meg kell kiilon adnunk. Képezntink kell tehat 8 elem negyed-
osztalyu variaciéit. Ezek szama:

V,, =8-7-6-5=1680.

: 4. példa. (Ismétléses varidciok.) A kétféle morzejelbsl, vagyis pontbdl és
. vonalbdl, 5-6t frunk fel egymds utan. Hany ilyen 6t0s jelsorozat létezik?

Megoldas. A kétféle morzejel két elemet jelent, amelyekkel 5 helyet kell
betolteni régzitett sorrendben. A lehetséges jelcsoportok szama 2 elem
5-6d osztalya ismétléses variacidinak szama:
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VT =27 =32,

Tehat 32-féle jelcsoportot irhatunk fel.

. 5. példa. (Kombinaciok.) Hanyféleképpen toltheti még ki a lottészelvényt
1 az, akia 3, 7, 13 szamokat mar bejelolte a szelvényen?

Megoldas. A lottészelvényen 90 szambdl 5-6t kell megjelolni. Igy, aki
mar harmat beirt, még két szamot valaszthat a fennmaradt 87 szam kozil.
Tehat 87 elem masodosztalya kombinacioit kell képezniink, hogy az 6sz-
szes lehetséges valtozatokat megkapjuk. Ezek szama:

87 ! .
c =¥\ 8T 8786 _
’ 2 85121 1.2

| 6. példa. (Ismétléses kombindciok.)) Egy tisztségre 3 jelolt van, ezekre
i 20-an szavaznak. Hanyféle eredménnyel végz&dhet a titkos szavazas, ha
: mindenki egy jeléltre szavaz? (Eredményen annak megadasat értjiik, hogy
- a 3 jelolt kilon-kilon hany szavazatot kap.)

Megoldas. A szavazas végén a 20 szavazolap mindegyikén a 3 jelolt va-
lamelyikének a neve all. A szavazolapok sorrendje nem szamit, csupan az,
hogy a jeloltek kulon-kulén hany szavazatot kaptak. A szavazas minden
lehetséges eredménye tehat a 3 jelolt egy 20-ad osztalya ismétléses kombi-
nacidja. Ennek szama:

: 3+20-1 22 ! .
chm _ _22 22 21:231‘
’ 20 20) 20020 2.1
Tehat 231 kilonb6z6 eredménnyel zarulhat a szavazas.
7. példa. (Ismétléses kombinaciok.) Egy gyerek 5 kilonb6z6 fagylaltbol

: valaszthat haromgombécos adagot. Hanyféle lehetGsége van a valasztasra,
. ha az adagolas sorrendjére nem vagyunk tekintettel?

Megoldas. A fagylaltfajtak szama — vagyis az elemek szama — 5. Ezekbdl
harmas csoportokat képeziink, amelyekben a sorrend nem szamit, és tébb
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gomboc is allhat ugyanabbdl a fajtabol. A csoportok szamat 5 elem 3-ad
osztalyu ismétléses kombinacidinak szama adja, és ez

. 5+3-1 7 ! -6-
' 3 3) 314 1.2.3
Tehat 35 lehet6sége van a valasztasra.

8. példa. (Kombinaciok.) Hanyféleképp tolthet6 ki egy 6tos lottoszel-

i vény?
90
Megoldas: 5 -féleképp.

9. példa. (Ismétléses variaciok.) Hanyféleképp tolthetd ki totdszelvény?

Megoldas: A 13-tippes szelvény 3"-féleképp. A 13+1-tippes szelvény
3" féleképp.

10. példa. (Ismétléses kombinaciok.) Repilégéprol ledobunk 100 db 1000
i forintost. Hanyféleképp szedheti 6ssze a lehullott pénzt: 2) 100 ember
) 50 ember ¢) 150 ember?

Megoldas: A kiilonb6z6 lehet6ségek szama:

) 199 . 149 : 249
ism ism ISm
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2. Valésziniiség-szamitas
A valbszinlség-szamitas targya: véletlen tomegjelenségek vizsgalata.

2.1. Események, miiveletek eseményekkel

Kisérlet alatt egy véletlen tomegjelenség megfigyelését értjitk. Egy kisérlet
egy lehetséges kimenetele az elemi esemény. Az egy kisérlethez tartozo
elemi események Gsszessége az eseménytér, amit Q-val jelolink. Az ese-
ménytér bizonyos részhalmazait eseményeknek nevezziik.

Az elemi események egyetlen elemet tartalmazé események.

Ha egy A eseményre vonatkozoan kisétletet végziink, és a kisérlet soran
addédé a elemi esemény eleme az A-nak (@ € A), akkor azt mondjuk, hogy
az A esemény bekovetkezik.

Az € halmaz is egy eseményt ad. Mivel ez az esemény az Gsszes lehetséges
elemi eseményt tartalmazza, ezért biztosan bekovetkezik, és emiatt biztos
eseménynek nevezziik. Az ires halmazzal megadott esemény sohasem
kovetkezik be, ezért lehetetlen eseménynck nevezzik és a & szimbo-
lummal jel6ljik.

Ha A és B két esemény és A < B, akkor azt mondjuk, hogy az A esemény
bekovetkezése maga utan vonja a B esemény bekovetkezését.

Egy A egy B eseményt egyenl6nek neveziink, ha barmelyik bekovetkezése
egyben a masik bekovetkezését is jelenti.

Az események kozott az alabbi mtveleteket értelmezzik:

Az A és B események A+ B Osszege az az esemény, amely akkor kvet-
kezik be, ha az A és B két esemény koziil legalabb az egyik bekovetkezik.

Az A és B események A-B szorzata az az esemény, amely akkor kovet-
kezik be, ha az A és a B is bekovetkezik.

Az A és B események A— B kiillonbsége az az esemény, amely akkor
kovetkezik be, ha az A esemény bekovetkezik, de a B esemény nem.
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Az A esemény A ellentettje (komplementere) az az esemény, amely
akkor kovetkezik be, ha az A esemény nem kovetkezik be.

Ha az A és B esemény egyszetre sohasem kovetkezik be, azaz A-B =0,
akkor az A és B eseményeket egymast kizaré eseményeknek nevezzuk.

Hangsulyozzuk, hogy az eseményekkel végzett /ogika: miveletek a megfe-
lel6 részhalmazok kozotti halmazelméleti mGveletekkel ekvivalensek: az Osz-
szegnek az unid, a szorzatnak a metszet felel meg. A diszjunkt halmazok
egymast kizaré eseményeket reprezentalnak.

Az alabbi allitdsok a definiciok egyszert kévetkezményei:
Alapvetd miiveleti tulajdonsdagok:

A+B=B+A A-B=B-A
(A+B)+C=A+(B+C)  (A-B)-C=A-(B-C),
A-(B+C)=A-B+A-C, A+B-C=(A+B)-(A+C)

Egyéb miiveleti tulajdonsdgok:
A+ A=A A-A=A A-B=A-B.
A+ =A, A-D=0,
A+Q=Q, A-Q=A
A+A=0Q,  A-A=0,

A de Morgan azonossagok:

A+B=A-B, A-B=A+B.

2.2. Az eseményalgebra fogalma

Definicié. Legyen H egy tetszéleges alaphalmaz és G a H bizonyos tész-
halmazaibdl készitett olyan (nem iires) halmazrendszer, amely tartalmazza

o H-
e H barmely elemének a komplementerét is;
e H clemei barmely végtelen sorozatanak az egyesitését (Osszegét) is.
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Az ilyen tulajdonsigi G halmazrendszert o-algebranak (szigma-algeb-
ranak) vagy Boole-féle eseményalgebranak nevezziik.

Definicié. Eseményalgebran a kovetkez6kben mindig egy, az Q ese-
ménytéren értelmezett G-algebrat értiink.

2.3. A valésziniség-szamitas axiomai

Ha egy kisérletet N-szer azonos korilmények kozott megismételve az A
esemény K, esetben kovetkezik be, akkor ezt a K, szimot az A esemény

gyakorisaganak nevezzik. A gyakorisag és a kisérletek szamanak hanya-

k
dosiat, — -et pedig az A esemény relativ gyakorisaganak hivjuk.
n

A tapasztalat azt mutatja, hogy nagyszamu, azonos kortlmények kozott
megismételt kisérlet esetén egy esemény relativ gyakorisaga bizonyos stabi-
litast mutat, vagyis egy meghatarozott szamérték korul ingadozik, és az
ingadozasok a kisérletek szamanak névelésével altalaban egyre kisebbek
lesznek. Azt a szamot, amely korill az A esemény relativ gyakorisaga inga-
dozik, az esemény valoszintiségénck nevezzik és P( A) -val jel6ljik.

Az egyes események valdszinlségeinek létezésére és tulajdonsagaira
vonatkozoan feltételeket kell tenntink. Erre vonatkoznak a valészintség-

szamitas V. N. Kolmogorovtdl szarmazé axiomai. Az axiomak ismertetése
el6tt nézzik meg, hogyan adédnak ezek a tapasztalati adatokbol.

1. Nyilvanval6, hogy egy A esemény relativ gyakorisiga 0 és 1 kozotd
érték, azaz

k
0<-—A<I.
n
Mivel az A esemény relativ gyakorisiga az A esemény valdszintsége

koril ingadozik, a

0<P(A)<1

feltételnek is igaznak kell lennie.
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2. A biztos esemény mindig bekévetkezik, ezért relativ gyakorisaga min-
dig 1, azaz
k
= =1.
n
EBzért a

P(Q)=1

egyenl6ségnek is teljestilnie kell.

3. Ha az A és B egymist kizaré események, akkor az A+ B esemény

(k, +Kg)-szer kovetkezik be. A relativ gyakorisigokra attérve innen
azt kapjuk, hogy

Kiog Kkat+ky Kk, Kk

n n n n

Mivel az A+ B esemény relativ gyakorisiga az A+ B esemény valo-
szinlsége korul ingadozik, az A illetve B esemény relativ gyakorisagai
pedig az A illetve B esemény valdszintisége koril, ezért egymast kizard
események esetén a

P(A+B)=P(A)+P(B)
egyenléségnek is fenn kell allnia.

A val6szintliség-szamitas axiomai ezek utan a kévetkezSk:

1. Az adott Q eseménytér minden egyes A eseményéhez tartozik egy 0 és

1 kozé es6 P(A) szam, azaz
0<P(A)<I,

amelyet az A esemény valdszintliségének (valosziniliségi mértéké-
nek) nevezink.

A biztos esemény valoszintsége 1, azaz P(Q) =1.

Az egymast paronként kizaré események 6sszegének valdszintisége az
egyes események valoszinliségének Osszegével egyenld, azaz ha az
ALA,.. A, ... események esetén A, - A = ha j#k, akkor
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P(ZA\}ZP(A).

(Ezt a tulajdonsagot c-additivitasnak nevezziik.)

A valoszintség tehat egy balmazfiiggrény. Egyik szemléltetése a kovetkezé:
ha Q-n egységnyi tomegl festéket képzelink eloszlatva, akkor P(A) az

A-ra juté festékmennyiség.

2.4. Valésziniségek meghatarozasa

2.4.1. tétel. Az A esemény ellentettjének valoszinlsége
P(A)=1-P(A).

Bizonyitas. Felhasznaljuk, hogy A-A=D és A+ A=Q. A 3. axiomat
alkalmazva igy

P(Q)=P(A+A)=P(A)+P(A)=
1=P(A)+P(A)= P(A)=1-P(A).

Definici6é. Események egy Osszességét teljes eseményrendszernek ne-
vezzik, ha az események paronként kizarjak egymast és az Osszegik a
biztos esemény, azaz az A, A,,..., A, események teljes eseményrendszert
alkotnak, ha

A-A =0 (haiz])és A+A +...+A =Q.

2.4.2. tétel. Ha az A, A,,..., A, események teljes eseményrendszert al-

kotnak, akkor a valészintiségiik 6sszege 1, vagyis
P(A)+P(A,)+...+P(A))=1.

Bizonyitas. A teljes eseményrendszer definicidja szerint A - A; =& (ha

P#])és A+ A +...+A =Q. A2 ésa3. axiomat alkalmazva igy
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1=P(Q)=P(A +A, +...+A )=P(A)+P(A)+...+P(A, )=
1=P(A)+P(A,)+...+P(A,). '

2.4.3. tétel. Az A és B események B — A kiilonbségénck valoszindsége
P(B- A)=P(B)- P(A-B).

Bizonyitas. Felhasznaljuk, hogy B = (B~ A)+ A-B, és

(B—A)-(A-B)=@. A 3. axiémit alkalmazva igy

P(B)=P(B-A)+A-B)=P(B-A)+P(A-B)=

P(B-A)=P(B)-P(A-B).

2.4.4. kbvetkezmény. Ha A B, akkor P(B— A)= P(B)- P(A).

2.4.5. tétel. A valoszinlség monoton halmazfiiggvény, azaz, ha A c B, akkor

P(A)<P(B).
Bizonyitas. Az 2.4.4. kévetkezményt alkalmazva:
0<P(B-A)=P(B)-P(A), ahonnan P(A) < P(B).

2.4.6. tétel. Az A és B események Osszegének valészintsége:
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A-B).

Bizonyitas. Felhasznaljuk, hogy A+ B = A+ (B - A) és

A. (B - A) = . A 3. axiémit alkalmazva gy

P(A+B)=P(A+(B-A))=P(A)+P(B - A), ahonnan:

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A-B).

Az el6z6 szakasz végén leirt ,,festékes” szemléltetéssel: az AU B -re jutd

festékmennyiség egyenlé az A-ra és B-re juté festékmennyiségek Gsszegé-

vel, de ekkor az AN B-re jutd festékmennyiséget kétszer vettitk szami-
tasba, igy azt le kell vonni az 6sszegbdl.
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A fenti tétel altalanosithaté tobb eseményre is (sgitaformulik). Emlitstk
még meg a 3 eseményre valé altalanositast, amely szemléletesen ugyanigy
lathat6 be, mint a 2.4.6. tétel:

2.4.7. tétel. Az A, B és C események 6sszegének valoszintisége:
P(A+B+C)=
=P(A)+P(B)-P(C)-P(A-B)-P(A-C)-P(B-C)+P(A-BC)

2.5. A klasszikus valosziniiségi mezo

A klasszikus valdsziniség-szamitas olyan eseményekkel foglalkozik, ame-

lyeknél a véges sok a,,a,,...,a, elemi esemény egyenl6é valdsziniiségd,

n

azaz

Ilyen esetekben a K-féleképpen bekovetkezd A esemény valoszintsége

k |A
P(A)=== [A] ,
n Q]
ahol K a kedvezd esetek és N az Gsszes eset szama, |.| pedig a megfelels

eseményt alkotd elemi események szama. Ebben az esetben mondjuk azt,
hogy az események és ezek valdszintiségei klasszikus val6szintiségi me-
z6t alkotnak.

2.6. A geometriai valosziniségi mezo

Ha egy kisérlettel kapcsolatos események egy véges geometriai alakzat
részhalmazainak feleltetheté6k meg tgy, hogy az egyes események valoszi-
ndsége az eseményekhez rendelt részhalmaz geometriai mértékével (teri-
let, térfogat, stb.) aranyos, akkor az események valdszintségei geometriai
valoszintiségi mezGt alkotnak. Legyen A egy ilyen kisérlettel kapcsolatos
esemény. A kisérlettel kapcsolatban széba j6vé teljes alakzat mértéke le-
gyen M, az A eseménynek megfelel$ részalakzaté pedig m. Az A esemény

m A
valészintsége ekkor tehat P(A): M _H EQ)
0

(ahol p jeloli a megfelel6

alakzat geometriai mértékét).
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2.7. A feltételes valosziniiség

Gyakran el6fordul, hogy egy esemény valdszinliségét olyan esetben kell
megadni, amikor egy masik esemény is bekovetkezik. Ahogy a valoszind-
ség axiémainak megadasa el6tt is tettik, itt is visszatériink a tapasztalati
alapokhoz.

Legyen a B esemény relativ gyakorisiga TB ,az A- B esemény relativ gya-

k
korisaga pedig —2-. Ekkor a
n

Ko (: Koag / kBj

kg n/n
hanyadost az A esemény B-re vonatkozé feltételes relativ gyakorisaga-
nak nevezzuk.

A tapasztalat szerint ez is egy meghatarozott szamérték kortl ingadozik,
ez indokolja az alabbi definiciot:

Definicié. Ha A és B egy kisérlettel kapcsolatos két tetszSleges esemény

és P(B) >0, akkor az A esemény B-re vonatkozo feltételes valoszint-

ségét a

kifejezéssel definialjuk.

A feltételes valoszinlség definicidjat felhasznalva P(A- B) kifejezhetd
P(A-B)=P(AB)-P(B)

alakban, amit a valoszintiségek szorzasi szabalyanak nevezink.
A szorzasi szabaly altalanosithat6 tobb eseményre: konnyd latni, hogy

pl. P(A;- Ay - A3)=P(A)-P(Ay | A)-P(As | A - Ay).
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A P(A|B) feltételes valdszintiséget ugy is szemléltethetjik, hogy az ese-
ményteret leszikitjiik B-re. Figyeljik meg a kévetkezé példat: ha tudjuk,
hogy egy 2-gyermekes csaladban van fii, akkor mi annak a valészintisége,
hogy a masik is fia? Az eseménytér:

Q={F,F}{F, L, {LF}L{L LIS

(ahol F értelemszertien fiut, L lanyt jelent), és A={F,F},
B={{F,F},{F,L},{L,F}}, igy:

1

_P(A-B) P(A) 4 1

PlaB)= PB) P®B) 1 3
3

Ha az eseményteret B-re szikitjik le, akkor abban a keresett (feltételes)
. 1
valészintség egyetlen elemi esemény valoszindsége, azaz 3 A kétféle

gondolatmenettel tehat ugyanahhoz a feltételes valdszintiséghez jutottunk.

2.7.1. tétel. (A teljes valészinlség tétele) Ha a B, B,,...,B, események

n
teljes eseményrendszert alkotnak, és P(Bi) >0, (i = 1,2,...,n), valamint

A egy tetszbleges esemény, akkor
P(A)= le P(A|B,)-P(B,).
Bizonyitas. Mivel a B,,B,,..., B, teljes eseményrendszert alkotnak, ezért
B, -B, =9 és Zn:Bi =Q.
i-1
Ezt felhasznalva:
A=A-Q= A-(B1 +B, +...+ Bn): A-B +A-B,+...+A-B,

alakba irhato.
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A kapott események paronként kizarjak egymast, mivel
(A-B,)-(A-B;)=A-(B,-B,)=2.

A 3. axioma alapjan ezért

P(A)= P[Z::A- BiJziP(A- B,).

i=l

A szorzasi szabaly miatt azonban P(A- B, ) = P(A| B, ) P(Bi ), igy

P(A)=>"P(A|B,)-P(B,),
i=1
és ezzel igazoltuk a tételt.

2.7.2. tétel. (Bayes): Ha a B,B,,...,B események teljes eseményrend-
szert alkotnak és P(Bi)> 0, (i= 1,2,...,n), valamint A egy tetsz6leges

pozitiv val6szinliségl esemény, azaz P(A)> 0, akkor
P(A[By)-P(By)

_%IP(A| B; ) P(B;)

P(B |A)= (k =12,..n)

Bizonyitas:
P(B, |A)= P(Bk-A) _P(A-B) _ P(A[By)-P(By) ,
i e P®) iP(A|Bi)‘P(Bi)

i=1

ahol a szamlaloban a szorzasi szabalyt, a nevez6ben pedig a teljes valdszi-
naség tételét alkalmaztuk.

2.8. Események figgetlensége

Definici6é. Két eseményt fiiggetlennck neveziink, ha az egyittes beko-
vetkezésik valdszintisége a két esemény bekovetkezésének szorzata, azaz

P(A-B)=P(A)-P(B).
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Az ALAy,..., Ay eseményeket paronként figgetleneknek nevezzik,

ha barhogyan is valasztunk ki kézuluk két eseményt, ezek szorzatanak
valészintsége egyenlé az egyes események valdszintGségeinek szorzataval,
azaz

P(A - Aj)=P(A)-P(A;) 1<i<j<n.

Az AL A,,..., Ay eseményeket (teljesen) figgetleneknek nevezzik, ha

barhogyan is valasztunk ki kozilik K eseményt (k =2,3,..., n) , ezek szor-

zatanak valészinlGsége egyenlé az egyes események valoszinlségeinek
szorzataval.

Az AL Ay, ..., A, események teljes fuggetlensége esetén tehit a

P(Ai'Aj)ZP(Ai)-P(Aj), 1<i<j<n,
P(Ai'Aj'Ak): P(Ai)'P(Aj)'P(Ak), 1£i<j.<kgn,

P(A -Ay-...-A)=P(A))-P(Ay)-...- P(A,)

egyenl6ségeknek mind teljestilnitik kell. Az itt szereplé kovetelmények

szama:
n (n n
> =2 -n-1.
k=2\K

2.8.1. tétel. Ha az A és a B fliggetlen események, akkor
P(A|B)=P(A) ¢s P(B| A)=P(B).
P(A-B) P(A)-P(B)

Bizonyitas: P(A|B)= P8 - PE) P(A), és
P(B|A)= PSZA;*) = P(BP)('AP)(A) =P(B).

2.8.2. tétel. Ha az A és a B fliggetlen események, akkor az A és a B , Az A

és a B, valamint az A ésa B is fliggetlen események.
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Bizonyitas. A valdszinlségek meghatarozasara vonatkozé tételeket fel-
hasznalva

P(A-B)=P(A-B)=P(A)-P(A-B)
= P(A)-P(A)-P(B)=P(A)-(1-P(B)) ,
= P(A)-P(B).

ami igazolja az A és a B események fuggetlenségét. Az A és a B, valamint

az A és B események figgetlensége ezzel megegyez6 modon igazolhatd.

Két pozitiv valészinlGségti esemény nem lehet egyszerre fliggetlen és egy-
mast kizar6é — vajon miért?

. 1. példa. (Miveletek eseményekkel.) Két helység kozott harom tavbeszéls
. vonalon folytathatunk beszélgetést. Jelentse A azt, hogy az elsé vonal hi-
bas, B azt, hogy a masodik és C, hogy a harmadik. Fejezzik ki A, B, C
| segitségével a kévetkez6 eseményeket!

a) Csak az els6 vonal hibas.

\ b) Legalibb az egyik hibas.

i ¢) Mindharom hibis.

d) Pontosan egy vonal hibas.

¢) A masodik nem hibas, de az els6 és a harmadik kozil legalabb az egyik
: hibas.

Megoldas.

a) A-B-C ,

b) A+B+C,

¢ A-B-C,

d A-B-C+A-B-C+A-B-C,
¢ B-(A+C).

| 2. példa. (Miveletek eseményekkel.) Igazoljuk, hogy tetszSleges A és B
eseményekre fennall az alabbi azonossag:

(A+B)-A-B=A-B+A-B
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Megoldas. A bal oldali eseménybdl indulunk ki és azonos atalakitasokat
hajtunk végre:

(A+B)-A-B=(A+B)-(A-B)=(A+B)-(A+B)
~A(A+B)+B.(A+B)=A-A+A-B+B-A+B-B
=P+A-B+B-A+T=A-B+A-B.

3. példa. (Miveletek eseményekkel.) Igazoljuk, hogy tetszéleges A, B és C
. eseményekre fennall az alabbi 2Z0NO0ssag:

(A+B)-(A+C)=A-C+A-B

Megoldas. A bal oldali eseménybdl indulunk ki és azonos atalakitasokat
hajtunk végre:

(A+ B)-(K+C): A-(K+C)+ Bo(ﬂ+C)
=A-A+A-C+B-A+B-C=0+A-C+B-A+B-C
=A-C+B-A+B-C-Q
~A-C+B-A+B-C-(A+A
=A-C+B-A+B-C-A+B-C-A
=A-C+A-B.
Az utolsé azonossagnal felhasznaltuk, hogy

B-C-Ac A-C és B-C-AcB-A.

: 4. példa. (Miveletek eseményekkel)) Igazoljuk, hogy tetszéleges A, B, C
. és D eseményckre fennall az alibbi azonossag:

(A-B)-(C-D)=A-C-(B+D)

Megoldas. A bal oldali eseményt atalakithatjuk az alabbi médon:
(A-B)-(C-D)=(A-B).(c-D)=A-B-C-D.
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A jobb oldalt is atalakithatjuk {gy:
A-C-(B+D)=A-C-(B+D)=A-C-B-D=A-B-C-D.
Mindkét oldalt ugyanarra az eseményre vezettiik vissza, igy igazoltuk, hogy

az 2Z0N0Ssag.
. 5. példa. (Valoszinlségek meghatarozasa.) Igazoljuk, hogy tetszéleges A
1 és B eseményekre fennall az alabbi azonossag:

P(A-B)=1-P(A+B)

Megoldas. Az A-B szorzatot
A-B=0-(A-B)=Q-(A-B)=Q—(A+B)
alakra hozhatjuk. Mivel (Z-i- g)g Q és P(Q) =1, ezért
P@-(A+B))=P(@)-P(A+B)=1-P(A+B).
gy
P(A-B)=1-P(A+B),

amit igazolni akartunk.

. 6. példa. (Klasszikus valészintiségi mez6.) Tiz goly6 van egy dobozban.
1 Kozuluk kett6 fehér, a t6bbi fekete. Kiveszink talalomra 6t golyét, (egy-
| szerre, visszatevés nélkiil). Mekkora a valészindsége annak, hogy éppen
 egy fehér goly6 lesz kozottik?

Megoldas. A kivalasztas lehetéségeinek a szamat megkapjuk, ha a 10
elem 6tédosztalyd kombinaciéinak a szamat vessziik:

10
n:CIO,S = 5 .

Ezutan nézzik a kedvez6 eseteket! A két fehérbdl valasztunk egyet és a
nyolc feketébdl négyet:
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2) (8
k=Cy1-Cg4= g

Ha a vizsgalt eseményt A-val jel6ljiik, akkor

Cy1:C
p(A)=K o217 =84 5
n CIO,S 9

5 .
Tehat — annak a valoszintisége, hogy pontosan egy fehér goly6 lesz az 6t

kozott.

7. példa. (Klasszikus valészintségi mez6.) Adjuk meg annak a val6szinsé-
| gét, hogy egy totészelvényt vaktiban kitéltve, az elsé 13 mérkézés ered-
. ménye kozal éppen 11-et taldlunk el!

Megoldas. A szelvény kitoltésére az Osszes lehet6ségek szamat — mivel 13
helyre valasztunk az 1, 2, X elemekb6l — 3 elem 13-ad osztalya ismétléses
variaciéinak szama adja:
n=Vsi3 = 313,

Ezutan a kévetkez6 lehetéségekkel szamolunk. A 13 mérkézés eredmé-
nyébdl 11-et a szelvényen el kell talalni, 2-t viszont nem. A 11 eltalalt
eredmény annyiféleképpen valaszthaté ki a 13-bol, mint amennyi 13 elem
11-ed osztalya kombinacidinak a szama. A maradék két mérkézés mind-
egyikére 2—2 hibas tippink van, vagyis ezen tippek szamat 2 elem 2-
odosztalyd ismétléses variacidinak szama adja. Igy a kedvez6 esetek szama:

; 13)
k=Ci31; V;&“ :(Hj.z .

Ha a vizsgalt eseményt A-val jeloljik, akkor

_ 13] 52
1Ism :
k CizVyy 11
P(A):H— e NE ~ 0,000196 .
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Az MS Excel hasznélata esetén a P(A) valoszindséget az
= KOMBINACIOK(13;11) * (272)/(3"13)

kifejezés kiértékelésével hatarozhatjuk meg.

8. példa. (Geometriai valoszintiségi mez6.) Egy mesterséges égitest kering
1 a Fold kortl agy, hogy a 60°-os északi és a 60°-os déli szelességi kor ko-
. 26tt barhol leszallhat. Mennyi a valészintisége annak, hogy a 60°-os és a
30°-os északi szélességi kor kozott ér foldet, ha a gombfeliilet egy darabja-
| ra tOorténo leszallas valoszintsége a feltletdarab felszinével aranyos?

Megoldas. A leszallas az I sugard gémbnek tekintett Fold egy gémbévére
torténik. Ennek magassaga a tengelyen atmend sikmetszeten lathato:

m 30 M :2r-sin(60°):2r-§:\/§r.
30"

[
\ M J 60’
\ - ; / F =2nrM =2\/§nr2.

A= {A 60°-o0s és 30°-0s északi szél. kor kozott szall le.}

Tgy a leszallaskor szoba j6v6 gombov felszine:

\_/

esemény szempontjabol kedvezé leszallasi pontok ugyancsak egy gémb-
6von vannak, melynek magassaga:

m = r-sin(60°)—r-sin(30°)= r-(ﬁ—ljz r-ﬁ_l.

2 2 2

Ennek a kisebb gombovnek a felszine:
f=2nrm =(\/§—1)nr2.

Az A esemény valoszinlsége:

(ke (5)

P(A)=— = ~0.21.

F 2\/§nr2 243
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. . . m . .
Vegyiik észre, hogy ez a valdszinliség egyezik az ™M hanyadossal is.

9. példa. (Feltételes valoszintiség.) A 32 lapos magyar kartyabol 3 lapot
huzunk ki egymas utan, visszatevés nélkil. Mennyi a val6szindsége annak,

. hogy az els6 kihuzott lap hetes, a masodik kilences és a harmadik szintén
i hetes?

Megoldas. Legyen A; az az esemény, hogy az elsé lap hetes. Ay jelentse
azt, hogy a masodik kihazott lap kilences. Azt az eseményt, hogy a harma-
dik valasztott lap hetes jel6ljik Asz-mal. Az Ay Ay Az szorzat valészindsé-

gét a szorzasi szabalyt alkalmazva, a
P(A Ay A3) = P(A3| A Ay )-P(Ag | A )-P(A)

Osszefuggéssel szamithatjuk ki.

Az A esemény szempontjabdl a kedvezd esetek szima Ky =4, mert
ennyi hetes van a csomagban. Az Gsszes lehet6ségek szama az elsé huzas-
ra N; =32. Az A esemény valészintsége igy

kp 4 1

(n)- K- L
n 32 8

A teljestilése esetén az Ay esemény megvalosulasira a kedvezé esetek

szama K, =4, mert elsére nem kilencest huztunk. Mivel az 6sszes esetek

szama ekkor Ny =31, igy azt kapjuk, hogy

ky 4
P(A2|A1)=E=§.

Az A Ay esemény bekovetkezését feltételezve, vizsgaljuk az Az ese-

ményt. A kedvezd esetek szama ekkor K3 =3, mert egy hetest mar el6z6-

leg kihtztunk. Az 6sszes lehet6ségek szama a harmadik huzasra N3 = 30.

Igy a feltételes valoszintség

k
P(A3\A1A2)=i=—=_
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A kapott értékeket behelyettesitve
1 41 1

PAAA)=1555  qao

1
Tehat 20 a valészintsége annak, hogy a harom lap kihuzasara az el6irt
feltételek teljestilnek.
1 10. példa. (A teljes valészinlség tétele.) Négy termel6tSl egy tehergépko-
: 1
1 csival almat szillitanak egy tizletbe. Az els6 termel6tél a mennyiség 10

| része szarmazik, amelyb&l 40% elsé osztalyt. A masodik termel6tél a tétel

2 részét szallitjak, amely 50%-ban elsé osztalyt. A harmadiktol rendelték

: 2
| meg a mennyiség = részét, ebbdl 20% elsé osztalyd. A tébbi gyimdles a

' negyedik termel6tSl szarmazik és mind elsé osztalya. Mekkora a valészi-
I ndsége annak, hogy az tzletben e szallitmanybdl talalomra kivalasztva egy
. almat, az elsé osztalyt?

Megoldas. Jeléljiik a vizsgilt eseményt A-val. A Bj (i=1,2,3,4) esc-
mény jelentse azt, hogy az i-edik termel6tdl vald az alma. A Bj események

valészintségei rendre a kévetkezok:

1 1 2
P(B;)=—,P(B,)=—,P(B;)==
B)=1 p(By)=L p(e;)- 2,

1 1 2) 1
PBg)=1-| —+—+—|=—.
(B4) (10 4 5) 4
Ezutan az A esemény B; esemény melletti feltételes valoszinliségét irjuk

fel. Ezek rendre a kovetkezdk:

4 5 2 10
P(AIB;)= . P(AIBy) = P(AIBy) =~ P(AIBy)=1.
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A teljes valoszintség tételét alkalmazzuk:

4 4 1 51 22 101
P(A)= SP(AIB:)-P(B: )= — — 4+ > .~ 2.2 0 0
(A) El(") (Bi) 1010104105 10 4

:2=0,495.
200

Tehat 49,5% a valoszintsége annak, hogy a szallitmanybdl az tzletben
véletlenszeriien valasztva egy almat az elsé osztalyu.

11, példa. (A teljes valészintiség tétele.) Izzolampakat 100 darabos csoma-
 golasban szillitnak. Az el6z6 megfigyelésekbdl ismert, hogy a tételek ké-
1 zOtt azonos aranyban fordul el6 0, 1, 2, 3, 4 hibas darabot tartalmazo.
| Mekkora a valoszindsége annak, hogy a tételbél véletlenszertien 3 égét
 kivalasztva, mindharom hibétlan lesz?

Megoldas. Jeloljik a vizsgalt eseményt A-val. A B; (i =0,1, 2,3,4) je-

lentse azt az eseményt, hogy a tétel i darab hibas égét tartalmaz. Ezeknek
az eseményeknek a valdszintiségei azonosak, mégpedig

P(B;j)= % (i=0,1,2,3,4)

Most allapitsuk meg az A esemény feltételes valoszintiségét Bj bekovetke-

zése mellett. A 100 darabos tételbdl a 3 izzélampa kivalasztasara az Osszes

lehet6ségek szama:
noC 100
= ~100,3 — 3
A kedvez6 lehetéségek szama 3 jo tétel kivalasztisira, ha a tételben i da-

rab hibas van:
100 —1i
k=Cjgo-i3 = ;
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Tgy a feltételes valoszintség:

100 —1i
( nﬁw,@ 12,3,4).
P(A|B - (lgoj 0,1,2,3,4

A teljes valoszintség tétele szerint:

(100—ij
P(A)= éP(A|Bi)- P(B;)= i #% ~0,94.

i=0 i=o (100
3

Tehat kortlbelil 94% annak a valdszintisége, hogy a tételb6l 3 hibatlan
izz6t valasztunk.
Az MS Excel hasznalata esetén a P(A) valészintséget az

= (1/5) * (1/KOMBINACIOK(100;3)) *
(KOMBINACIOK(100;3) + KOMBINACIOK(99:3)
+ KOMBINACIOK (98;3) + KOMBINACIOK(97;3)

+ KOMBINACIOK (96:3))

kifejezés kiértékelésével hatarozhatjuk meg.

Pontosabb meggondolasokkal megmutathaté, hogy az egyes tételekbe ke-
rul6é hibas darabok szama inkabb Pozsson-eloszldst kévet (Id. a kovetkezd
szakaszokban, igy az, hogy a Bj események mind egyenlS valdszinlségl-

ek, csak durva els6 kozelitésnek tekinthetd.

| 12. példa. (Bayes-tétel.) Egy gyarban hirom gép gyart csavarokat. A tet-
1 mék 25%-a az elsG, 35%-a a masodik és 40%-a a harmadik gépen készul.
Az elsé gép 5%, a masodik gép 4%, mig a harmadik gép 2%-ban termel
 selejtet. Ha egy talilomra kivalasztott csavar selejtes, akkor mennyi a valo-
 szinlisége annak, hogy azt az elsé gépen gyartottake
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Megoldas. Jelentse A azt az eseményt, hogy a kivalasztott csavar selejtes.
Jeléliiik Bj-vel (i =1,2,3) azt az eseményt, hogy a csavart az i-edik gépen

gyartottak. Ezeknek az eseményeknek a valoszintségei:
P(B;)=0,25; P(B,)=0,35; P(B3)=0,40.
Az A esemény Bj eseményekre vonatkozé feltételes valdszintségei:
P(A|B;)=0,05; P(A|B,)=0,04; P(A|B;)=0,02.

A keresett valoszintség a P(By|A) feltételes valdszinliség. A Bayes-tétel
szerint

P(A|By)-P(B
P(BllA):4( | l) (1)
2 P(AIB;)-P(Bi)
i=
_ 0,05-0,25 _ 0,125
0,05-0,25+0,04-0,35+0,02-0,40 0,345

0,36.

Tehat koralbelil 36% annak a valoszintsége, hogy a kivalasztott selejtes
csavart az elsé gépen gyartottak.

13. példa. (Figgetlen események.) Egy urnaban négy egyforma papirlap
 talalhat6. Mindegyikére hirom szimjegy van irva egymas mell¢, mégpedig
1 az els6re (O; 0; 0), a masodikra (O; 1; 1), a harmadikra (l; 0;1 ), és a ne-
gyedikre (1; 1; O). Huzzunk ki egy lapot. Feltételezziik, hogy mindegyik
lap egyforma valdszindséggel huzhaté. Jelentse Aj azt az eseményt, hogy
olyan lapot hiztunk, amelyiknek az i-edik jegye 1-es (i =1,2,3). Mutassuk
meg, hogy az A; események paronként fuggetlenck, egylittesen azonban

' nem!

Megoldas. Nyilvan

P(A)=P(As)=P(As) =,

tovabba
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(A Ap) = = P(Ay)-P(A),
P(Ar - As) = = Py )-P(As )
P(Ay - As) = = P(Ay)-P(As).

vagyis az Ay, Ay és A, események paronként valoban figgetlenek.

Osszességiikben azonban nem, mert

(A Ay A3)= 0% = P(A))- P(Ay)-P(As)

. 14. példa. (Fuggetlen események.) Egy gyarban két gép miikodési idejére
végeztek megtigyeléseket és megallapitottak, hogy az I-es gép atlaghban
munkaidejének 60%-aban dolgozik, a II-es gép pedig a munkaidé 70%-
. aban. Hatarozzuk meg az alabbi események valoszindségeit!

' a) Mindkét gép dolgozik,

: b) Legalabb az egyik dolgozik.

1 ¢) Csak az egyik dolgozik.

. d) Mindkét gép 4ll.

Megoldas.

Legyen A= {AZ I.gép dolgozik } és B= {A Il.gépdolgozik }
Az A és B események fliggetleneknek tekinthetdk.

Mivel most P(A) =0,6 és P(B) =0,7 ezért:

2) P(A-B)=P(A)-P(B)=0,42.

b) P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A-B)=0,88.
P(A-B+A-B)=P(a-B)+P(A-B)

= P(A)-P(B)+ P(A)- P(B) = 0.46.

4 P(A-B)=P(A)P(B)=04-03=0,2.

p

| 15. példa. (Figgetlen események.) Valaki két lottoszelvényt tolt ki egy-
mastdl fuggetlentil. Mekkora annak a valdszintsége, hogy nyer?
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Megoldas. Jelsljik A -vel azt az eseményt, hogy az i-edik (i =1,2) lott6-

szelvény nem nyer. Az Aj esemény valdszinlsége
5) (85 5) (85
. + .
0) (5 1) 4
90 '
5

Az A (i = 1,2) események figgetleneknek tekintheték. A keresett valo-

P()-

szinliség igy

P(Q-A -A))=P(Q)-P(A - Ay)

—1-P(A)-P(Ay)=1- [3](8558;5?](8;) | ~ 0,046.
5

Az MS Excel hasznélata esetén a P(Q -A- Az) valészinlséget az

=1- ((1/KOMBINACIOK(90:5))
* (KOMBINACIOK(5;0) * KOMBINACIOK(85;5)
+ KOMBINACIOK(5;1) * KOMBINACIOK (85;4)))*2

kifejezés kiértékelésével hatarozhatjuk meg.

2.9. A valésziniségi valtozo és jellemzoi

A gyakorlatban el6forduld kisérletek tulnyomo részében a kisérletek egyes
kimeneteleivel, az elemi eseményekkel, egyuttal szamértékek is adodnak.
Példaul kockadobas esetén a pontok szama. Az emlitett kisérletnél minden
elemi eseményhez egyetlen szamérték tartozik, és e szamérték megjelenése
az elemi esemény bekovetkezésétdl fiige, vagyis fligevényrél van szo.

Definici6. Ha egy kisérlettel kapcsolatos elemi események mindegyikéhez
egyértelmien hozzarendelink egy-egy valés szamot, akkor az elemi ese-
mények Q halmazin egy &:Q — IR fuggvényt értelmezink. Ezt a fuge-
vényt valdsziniiségi valtozonak nevezzuk.
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Definicié. Ha egy kisérlet soran az a; elemi esemény kovetkezik be és a
valészintségi valtozé megadasakor ehhez az X; értéket rendeltik, akkor
azt mondjuk, hogy a & valdszinlségi valtozé az X értéket veszi fel, az

Xj -t pedig & egy lehetséges értékének nevezzik.

A gyakotlatban az a fontos, hogy a P(§ € l) valdszintiségek meghatiroz-
hatok legyenek, azaz {€ € |} esemény legyen, ahol I leggyakrabban valami-
lyen intervallum, vagy intervallumok egyesitése. A valoszintiségi valtozok
bevezetése lényegében kényelmi szempont: a hasonlo jelenségek modelle-
zésének egy eszkoze.

Példa. A £,:Q > R
1, haaz Abekovetkezik

0, haaz Anem kovetkezik be

Ep =

valoszinlségi valtozot az A esemény indikdtorvaltozdjanak nevezzik
(Bernoulli-viltozd).

Definicié. Egy valoszintségi valtozot disgkrétnek neveziink, ha az véges
sok értéket vesz fel, vagy értékei sorozatba rendezhet6k (a lehetséges érté-
keinek halmaza megszamlalhato).

Definici6. Egy valészintségi valtozot folytonosnak nevezink, ha értékkész-
lete nem megszamlalhat6 (jellemzbéen: korlatos vagy nem kotlatos znterval-
lum, vagy ilyenek egyesitése), és minden egyes értéket 0 valoszinlséggel
vesz fel.

Bevezethet6k még an. kevert eloszldsi valoszintségi valtozok, melyek diszk-
rét és folytonos részekbdl allnak. Ilyen lehet pl. egy sorompé nyitvatartasi

szoge: ez 2 0 és a E értéket pozitiv valoszinlséggel, a koztes értékeket 0

valészintiséggel veszi fel. Ebben a jegyzetben a késébbiekben csak diszkrét
és folytonos valdszintségi valtozokrol lesz szo.
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Definicié. Ha egy ) eseménytéren értelmezett & diszkrét valoszinlségi
valtoz6 lehetséges értékei az X, (k = 1,2,...) valés szamok, és egy ese-
mény bekovetkezésekor & értéke X;, akkor azt mondjuk, hogy a {& = X }

esemény kovetkezik be és az esemény bekovetkezési valoszintiségét

P = P(Zj, = Xj )—Vel jeloljuk.

Mivel a {€=X;} (1=12,...) események teljes eseményrendszert alkotnak,

azért a ), Pj =1 egyenléség mindig teljesil: az Gsszeg vagy egy véges Gsz-
i

szeget jelent (ha & értékkészlete véges), vagy egy konvergens sor Gsszegét

(ha & értékkészlete megszamlalhatéan végtelen).

Definicié. Egy & diszkrét valdszinliségi valtozé lehetséges értékeihez tar-
toz6 bekovetkezési valdszinlségek Gsszességét & eloszldsinak nevezzik: ha
€ lehetséges értékei az X, szamok (k = 1,2,...) akkor & eloszldsa a

b

Pk = P(ﬁ = Xk) (k = 1,2,...) bekovetkezési valoszintségek Gsszessége.

Definicié. Egy & valoszintségi valtozo eloszldsfiiggrényének nevezzik azt az
F figgvényt, amely minden valds X értékhez hozzarendeli annak valoszi-
nilségét, hogy a & valdszinlségi valtozd X-nél kisebb értéket vesz fel:

F(x)=P(E<x) (xeR)
2.9.1. tétel. Tetszbleges & valdszinlségi viltozd F eloszlisfuggvénye az
alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. Rg= [O,l] (értékkészlete a [0,1] intervallum)
2. F(a) < F(b), ha a <b (monoton névekedd)

3. lim F(x)=0, lim F(x)=1
+00

X—>—a0 X—>

4. P(e>a)=1-P(t<a)=1-F(a)
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5. Pla<g<b)=F(b)-F(a)
6. P(E=a)= lim F(x)-F(a).

Xx—a+0

Definicié. Egy & valdszinlségi valtozot folytonos eloszlasiinak (pontosabban:
abszoliit folytonos eloszldsinak) mondunk, ha az eloszlasnak van siriségfiigove-
nye, azaz van olyan f : IR — IR, figgvény, hogy minden | < R intet-
vallumra teljestl, hogy

[f(x)dx=PEel)
|

2.9.2. tétel. Tetszbleges folytonos eloszlasu & valdszintségi véltozo f st-
riségfiiggvénye az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. F'=+1
2. f(x)>0, xeDj

3, zf(x)dtzl

i Pz<a)-F(a)- [ 10

5. P(£2a)=1-F(a)=1- ] f(t)t = [ r(t)
6. Plas£<b)= F(o)- F(a) - T,

Folytonos eloszlasu valdszintségi valtozok esetén minden valés ¢ szamra
P(=c)=0, ezért pl. 2 P(@a<&<b), Pla<&<b), P(@<g<h),

P(a < & <£b) valoszinlségek mind megegyeznek.
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Azt a szamot, amely koril a & valoszinlségi valtozo megfigyelt értékeinek
atlaga ingadozik a valészinliségl valtozo vdrhato értékének nevezzik és ma-
tematikailag a kovetkezé mddon definialhatjuk.

Definicié. Egy diszkrét § valoszintségl valtozo vdrhatd értékén a

m:=M(E)=2x - pj (ahol pj = P(E=x))

Osszeget értjik, amennyiben Z|Xi | pj <oo. Egyébként azt mondjuk, hogy
i

a vdrhatd érték nem létezik.

Definicio. Egy folytonos eloszlasu & valdszinlségi valtozo vdrbatd értékén az

o0
integralt értjiik, amennyiben j|X| f(x)dx < o0. Egyébként azt mondjuk,
—o0

hogy a vdrhatd érték nem létezik.

A varhat6 értéket sokféleképp szemléltethetjik, egy lehetséges szemlélte-
tés a kovetkez6. Képzeljunk el egy egyenesen az Xj, Xp,... pontokba kon-
centralt Pg, Pp,... nagysagu tomegeket, melyek Osszege épp egységnyi.
Akkor ezen (diszkrét tomegpontokbdl allo) rendszer s sulypontjara nézve
az elGjeles forgatonyomaték-Gsszeg zérus: Y Pj - (S—Xj) =0, ahonnan a
i
sulypont-koordinata épp azon valdszinlségi valtoz6 varhaté értéke, mely
az  Xq,Xp,... ¢értékeket rendre Py, Py,... valdszintségekkel veszi fel:

S =2 Xj - Pj - Hasonl6 szemléltetés érvényes folytonos valoszintségi val-
i

tozokra is: itt a tomegeloszlas értelemszeren folytonos lesz, a stulypont
koordinataja pedig ismét a varhato értékkel egyezik.
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2.9.3. tétel. Legyen & egy tetszbleges valdszinlségi valtozo és jelolje

n=a- 2';2 +b-&+c,ahol a, b és C tetszSleges valds szamok. Ekkor az m
valoszinlségl valtozo varhato értéke

M(n)=a- M(§2)+b- M(g)+c,
amennyiben § és &2 varhato értéke létezik.

Bizonyitas. Ha § diszkrét valoszinlségi valtozo, akkor az Gsszefliggést a

'V'(n)=_21yi “Pj =_Zl(a'xi2 +b- X +C)' Pi

i= i=

—a- 3% pi +b- §1Xi " Pi +C§lpi =a'M(§2)+b'M(§)+C
i=1 i i

egyenlGségbdl kapjuk. Ha & folytonos eloszlasu valdszinlségi véltozo

b

akkor az Gsszefliggés a

M(n)= _Ofy(x)- f(x)dx = _Of(a- x2 +b-x+ c)- f(x)dx

—a- sz - f(x)dx +b- Ofx- f(x)dx+coff(x)dx

—00 —
—a- M(é’;z)er- M(&)+c
azonossagbol kévetkezik.

Definicié. Egy & valdszinlségi valtozo szdrdsnégyzetének vagy variancidjanak

2 (=M (&))? valészintiségi valtozé varhaté értékét értiik:

52 =D%(&)=M(E-M()?)

feltéve, hogy & és (ﬁ— M(ﬁ))z varhaté értéke létezik. Ennek négyzet-

gyokét nevezziik a & valoszintségi valtozo szdrdsanak (jele: D(E)).
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2.9.4. tétel. Ha a & valoszinlségi valtoz6 és annak négyzetének varhatd
értéke is létezik, akkor a szorasa is létezik éspedig

D2(5)=M[e2)-M2(¢).
Bizonyitas. A 2.9.3. tétel alapjan
D2(e)=M(-ME)P)=ME2-2-M(e)-c+M2(¢))=
“ME2)-2- M) M()+ M2(E) = M[E2)-M2(2),

ami igazolja az allitasunkat.

2.9.5. tétel. (A szoras meghatarozasa.)

1. Legyen & egy, az X{,Xp,..., X kulonbozé értéket felvevs diszkrét vald-

szintségi valtozo6. Ekkor

illetve a 2.9.4. tétel alapjan
n
D*(¢)= _zlx? pi ~M?(8).
i=

2. Legyen & egy olyan diszkrét valészintségi valtozo, amelynek az értékei
sorozatba rendezhetdk.

0

Ha _Z(Xi -M (?;))2 - pj <o, akkor
=1

illetve a 2.9.4. tétel alapjan

Dz(&)=_§lx? pi ~M2(2).
i=

Egyébként a széras nem létezik.
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3. Legyen & egy folytonos eloszlasu val6szintségi valtozo.

o0

Ha [(x=M(E))* f(x)dx < o0, akkor

D2(g)= J(x—M())? f(x)dx
illetve a 2.9.4. tétel alapjzin

D2(g)= X2 f(x)dx—M2(2)

Egyébként a széras nem létezik.

2.9.6. tétel. Legyen & egy tetszleges valoszinliségi valtozo és n=a-E+b.

Ekkor 1 szérasa
D(n)=D(a-&+b)=|a| D(&).
amennyiben a & szorisa létezik.

Bizonyitas. A tétel allitasa a
D2(n)=D?(a-£+b)= M((a-g+b)2)— M2(a-£+b)=
= |\/|(a2 % +2ab-g+b2)—(a- M(g)+b)? =
=a’ -M(é’;z)+2ab~ M(g)+b% —a?-M2(g)-2ab-M(£)-b? =
-a? -M[2)-a2-M2()=a2-D2()
egyenlSségekbél gydkvonassal kovetkezik.

Korabban mar lattuk, hogy a varhat6 érték szoros kapcsolatban all témeg-
eloszlasok sulypontjaval. Ennek alapjan nem meglepd, hogy a mechanika-
ban Steiner-tételként ismert 6sszefligeés valdszinliségi valtozokra is igaz:

2.9.8. tétel (Steiner-egyenldség ill. egyenlStlenség): Legyen & egy tetszdle-
ges valoszinlségl valtozo, melynek szérasa létezik. Akkor minden ¢ valos
szamra:

M((E-0)3) = M(E-MENH +(M(E) —c)? > D2(E),
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egyenlGség pedig pontosan akkor érvényes, ha € = M (§).

Bizonyitas: Jelolie m:= M (&) . Nyilvan

(-0 =(5-m+m—c)? = (E-m)? +2(5—m)(m—c) +(m—c)?.
Vegyik mindkét oldal varhaté értékét: az M(E-m)=M(E)-m=0
egyenléséget felhasznalva, kapjuk, hogy :

M((E-c)?)=M(E-m)?)+(m-c)?

A jobboldalrél (m— C)2 -t elhagyva, az csak csokkenhet:

M((E-c)?) =M ((E-m)?)+(Mm-c)*> >M(E-m)?)=D?(§),

egyenl6ség pedig pontosan akkor érvényes, ha C=m.

2.10. Nevezetes valosziniség-eloszlasok

1. Karakterisztikus eloszlds (Bernonlli-eloszlds)

Legyen egy kisérlet valamely A eseményének valészintsége P(A): p és
az A ellentett eseményé P(K)z 1-p=:q. Legyen a diszkrét & valoszint-
ségi valtozd az A esemény indikitor valtozoja. Ekkor & az X, =K

(k =0, 1) értékeket a kovetkez6 valoszintiségekkel veszi fel:

PE=0)=0a, PE=1)=p.

§ closzlasat karakterisztikus (vagy Bernoulli-) eloszlasnak nevezzuk.

& virhat6 értéke és szorasa: M(E)=p, D(&)=+/pq.

2. Binomidlis eloslds

Legyen egy kisérlet valamely A eseményének valoszintsége P( A) =p és
az A ellentett eseményé P(K)ZI— p=:q. A kisétletet N-szer egymastol
fuggetlenil megismételjik. Legyen a diszkrét & valdszinliségi valtozé értéke
az A esemény bekovetkezéseinek szama a kisétletsorozatban. Ekkor & az
5, = I8 (k =0,1,..., n) értékeket a kovetkezd valdszintségekkel veszi fel:
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P(&=k)= px =(E]p"q”"‘ (k=0.1,...,n).

§ eloszlasat binomidlis eloszlasnak nevezzik.
€ varhato értéke és szérasa: M (E_,) =np, D(&) =,/npq .

3. Geometriai eloszlds (Pascal-eloszlds)
Legyen egy kisérlet valamely A eseményének valoszinlsége P(A) =p,és

folytassunk addig fiiggetlen kisérleteket, mig az 4 esemény be nem kévet-
kezik. Jelolje & az ehhez szukséges kisérletek szamat: akkor

PE=K)=(1-p*'p (k=12,..).

§ eloszlasat geometriai eloszlasnak (vagy Pascal-elosglasnak) nevezzik.

€ varhato értéke és szorasa: M (E_,) = lp, D(&) = —'IF_)p

4. Hipergeometriai eloszlds

Legyen M elemiink, amelybdl S darabot megkiilonboztetink a tobbi Mm—$
darabtol (példaul selejtesnek tekintjiik). Ezutan taldlomra kivalasztunk az
M elembdl N darabot visszatevés nélkiil, ahol N <'S és N <M—S. Legyen a
diszkrét & valészintségi valtozo értéke az N kivalasztott darab kozott 1évés
megkilonboztetett elemek szama. Ekkor & az X, =K (k = O,l,...,n) ér-

tékeket a kovetkezé valoszintségekkel veszi fel:

H

§ eloszlasat hipergeometriai eloszldsnak nevezzik.

Ple=k)=px =
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€ varhato értéke és szérasaa p =— jeloléssel:
m

M(2)=np. D(E) = \/np@— pf1-271).

m-—1

5. Poisson-eloszlds
Egy diszkrét & valoszinlségi valtozot A > 0 paraméteri Poisson-eloszlasi-
nak neveziink, ha az X, =K (k = 0,1,2,...) értékeket

k

A
p(§= k): P, =Fe A (k =O,l,2,...)

valészintségekkel veheti fel.

A gyakorlatban, ha egy valdszinlségi valtozo sok, kis valoszinliségl ese-
mény bekovetkezéseinek szamat méri, akkor az kézel Poisson-eloszlasu-
nak tekinthet6 (lasd a kévetkez6 szakaszt is). Ilyen pl. egy forgalmas tele-
fonkozpontba 1 sec alatt beérkez6 hivasok szama; ilyen pl. egy majusi
erdei séta esetén a sétalora hullott kullancsok szama stb.

5. Folytonos egyenletes eloszlds
Egy folytonos & valdszintségi valtozot az (a,b) intervallumon  egyenletes
eloszlasiinak nevezink, ha a strGségfiggvénye
0, ha x<a
f(x)=13ls, ha a<x<b,
0, ha x>b
az eloszlastiiggvénye pedig
0, ha x<a
F(x)=P(£<x)=4%2, ha a<x<b,
1, ha x>h.
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€ varhato értéke és szorasa: M (f) = aT+b, D(f)

_b-a

A

Szokasos még diszkrét valoszinlségi valtozok kozt is bevezetni az egyen-
letes eloszlast. A & diszkrét (éspedig véges sok értéket felvevd) valdszini-

ségi valtozot egyenletes eloszlasunak nevezzik, ha az Xq,Xp,.. Xy értéke-
ket egyarant o valészintséggel veszi fel. Tipikusan ilyen egy szabalyos

dobdkockaval valé dobas kimenetele.

6. Exponencidlis eloszlds

Egy folytonos & valdszintségi valtozot A > 0 paraméter( exponencidlis elosz-
ldsiinak nevezink, ha a striségfiigevénye

f(x)— 0, ha x<0,
e X ha x>0

Az eloszlasfuggvény:
0, ha x<0,
)=Pla<0={,"

, ha x>0.
& varhato értéke és szorasa: M (8)=—, D(&)=

7. Normalis eloszlds
Egy folytonos & valészinlségi valtozot (M, ©)-paramétersi normalis eloszlisii-
nak nevezink (o > 0), ha a strségtiggvénye
(x—m
|
f(x)= e 20
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Az eloszlasfuggvény:

_ﬁ—mf
1

fe 20° dt.
OV2T _op

F(x)=P(e<x)=

& varhat6 értéke és szorasa: M(E)=m, D(§)=o.
A (0,1)-paramétert normalis eloszlast standard normadlis eloszlasnak ne-
vezzik.

Jelolés. Az (M, 6) paraméterti normalis eloszlast altalaban N(m,O')—Val,

igy a standard normalis eloszlast N (0,1) -gyel jeloljik.

2.11. A nevezetes valésziniiség-eloszlasok
tulajdonsagai

2.11.1. tétel. Legyen &1,&9,...,&p,... binomialis eloszlasu valoszintiségi

valtozok olyan sorozata, amelynél lim n- p, =A >0. Ekkor tetszbleges
N—>0

rogzitett K esetén

k
lim P(¢, =k)= lim (E] pK gk Jk—.e—’* (k =0,1,2,...)

n— n— !

2.11.2. kévetkezmény. Ha p vagy ( elég kicsi és N nagy, akkor a binomia-
lis eloszlast Poisson-eloszlassal kozelithetjiik:

K n—k
(njpk "k = (n-p) e ™P (ank "k~ (n-q) e

k k! k (n—k)!

Ha p, q egyike sem 0, és N nagy, akkor a binomialis eloszlas a normalis
eloszlassal is kozelitheto:

N} k _n-k 1 k— np]
p-q" " = o . (k=0,...,n)
(‘J \npq (\/npq
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vény):

2.11.3. tétel. Legyen &1,E9,...,E,... hipetgeometriai eloszlasu valdszi-

nlségi valtozok olyan sorozata, amelynél N az M-tél figgetlen allando és

lim 2M — p>0.

m—oo M

Ekkor tetszSleges rogzitett K (O <k< n)esetén

()
lim P, =K)= fim S 2\ DK

SO
=(EJDK (1-p =(Ejp" "k,

2.11.4. kovetkezmény. Ha m és S nagy a minta N elemszamahoz képest,

S
akkor a hipergeometriai eloszlas helyett hasznalhatjuk a p = — paraméte-
m

r binomialis eloszlast.

Kovetkezésképp, a fenti feltételek mellett Iényegében mindegy, hogy visz-
szatevéssel (binomialis eloszlas) vagy visszatevés nélkil (hipergeometriai
eloszlas) vesszitk a mintat, ami szemléletesen is nyilvanvalo.

2.11.5. tétel. Legyen A egy adott esemény és jelentse &1 az A eseménynek
a [O,T] idSintervallum alatti bekévetkezései szamat. Jeloljuk P (At)—vel

annak a valoszinliségét, hogy az A esemény At id6 alatt i-szer kovetkezik
be. Az A eseményrdl feltesszik, hogy
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1. Az egymast kdvets [0=to,t; )[t;,t2 ). o [tnonstnog hltnoistn =T)
intervallumokban az A esemény bekovetkezéseinek szama egymastol
fuggetlen.

2. Egyenl6 hosszusaga intervallumokban az A esemény bekévetkezései-
nek szama egyenld valdszintségu.

3. Annak val6szintsége, hogy egy At intervallumban az A esemény egy-
szer bekovetkezik, az intervallum hosszaval aranyos, azaz

P (At)

lim /=

At—>0 At

b

ahol p> 0 egy aranyossagi tényezo.

4. Annak valészindsége, hogy egy At intervallumban az A egynél tobb-
sz0r kovetkezik be, az intervallum hosszahoz képest elhanyagolhato,
azaz

o0
TRi(at)
lim =2 =0
At—0 At
Ekkor a &1 egy A= T paraméterl Poisson-eloszlasu valoszintségi
valtozo, azaz
k
1)
k!

e BT,

Per =k)=
2.11.6. tétel. Ha egy nem negativ értékd folytonos eloszlasu valoszintségi
valtozora vonatkozdan

PE>t+At ] &>t)=P(g>At)

tetszGleges At > 0 esetén, akkor & exponencialis eloszlasu.

A 2.11.6. tétel meg is fordithaté: kénnyen belathatd, hogy tetszéleges ex-
ponencialis eloszlasi val6szintségi valtozora igaz a tételbeli egyenlétlenség
(bizonyitsuk ezt bel). Ami a tétel szemléletes tartalmat illeti, a tételben
szerepl6 & valdszinlségi valtozo jelentse egy berendezés élettartamat: ek-
kor a tételben szereplé egyenléség azt fejezi ki, hogy annak a valdszindsé-
ge, hogy a berendezés t id6 eltelte utan még legalabb At ideig muikodik,
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nem fugg att6l, hogy a t mekkora. Ezt a tulajdonsagot drokzf tulajdonsag-
nak hivjuk. Ez jellemzi pl. a radioaktiv izotopok élettartamat (bomlasi
idejét), az olyan berendezések élettartamat, ahol a tonkremenetel a folya-
matos elhasznalédas eredménye (pl. izzélampak, képesévek élettartamat).

2.12. Valoszinuiségi valtozok fiiggvényeinek
(transzformaltjainak) eloszlasa

Definicié. Legyenek a diszkrét & valoszintségi valtozo lehetséges értékei
X;5 X,,... és ezek bekovetkezési valoszindségei p;, P,,.... Az

n=h(e)

transzformalt valdsziniiségi valtozd lehetséges értékei ekkor az

Y1 = h(Xl ), Yo = h(X2 ),

szamok (amelyek kozott megegyezok is lehetnek) és ezek bekovetkezési
valoszinliségei a

—Pl=vy)= IPE=x)= p., (k=12...
e (=) h(Xi)=yk( ) h(x )=y« ( )

értékek, ahol az Gsszegzés mindazon i-kre vonatkozik, amelyre h(Xj )= Yy
fennall.

Haaz n= h(ﬁ) valoszinlségi valtozo6 a &-nek szigorsan monoton figgvénye,
akkor az 1 valészintségi valtozé Y, =h(x) (k=12,...) értékeihez

tartoz6 valdszinlségeloszlis megegyezik a & valoszintségi valtozo eloszla-
saval.

2.12.1. tétel. (Valoszinlségi valtozo transzformacidja.) Legyen h egy szi-
goruan monoton, differencialhaté fiiggvény és a & egy folytonos eloszlasu
valészinlségi valtozo, amelynek a striségfugevénye f. Ekkor az n= h(é)

transzformalt valoszintségi valtozo strlségfiiggvénye

aly) - f(h-1<y>)-\(h-1)'(yﬁ (yeD, ),
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ahol h™! ah flggvény inverz fuggvényét jeloli.

Bizonyitas.
a) Legyen el6szor h szigordan monoton novekeds. Ekkor az {n < y},

vagyis a {h(€)< y} esemény ckvivalens a {& <h7! (y)} eseménnyel. Igy
eloszlastiggvénye:

G(y)=P(n<y)=P(h)< y)=Pls <h ' (y)=Flh(y))

ahol F a § closzlasfiggvénye. Innen az 6sszetett fiigevény derivaltjara vo-
natkozo lancszabalyt alkalmazva

ofy)=6'y)=(F ()=t ()} )
ahol a monoton névekedés miatt (h_l )’ (y) >0.

b) Ha h szigorian monoton csokkend, akkor az {n< y}, vagyls a

{h(c’;)< y} esemény a {é > h_l(y)} eseménnyel ekvivalens. 1 eloszlas-
fuggvénye igy:

G(y)=P(n<y)=P(h(E)<y)=Ple>h"(y))=1-F ()

ahol F a & eloszlasfiiggvénye. Innen szintén lincszabalyt alkalmazva

0(y)=6(y)=—(F-h ()=t [ (y) 1) ()

ahol a monoton cs6kkenés miatt (h_l) (y)< 0, a tétel allitisaval 6ssz-
hangban.

2.12.2. tétel. (Specialis valtozotranszformaciok.)

Legyen & egy folytonos eloszlasu f stirliségfugevényi valdszinlségi valto-
26. Ekkor:

1. Az n=a&+b (a#0) valoszintiségi valtozo stirtségfiiggvénye

1 (y-b
- ¢ Y22 R.
g(y) i [ " j ye
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2 N P R S = .
2. Az n =& 7 valdszinlségi valtozé strlségfiiggvénye

e 1E4)

a(y)= 20y
0,

y >0,
ha y<0.

3. Ha a & csak nem negativ értékeket vesz fel, akkor az 17 = /& valdszinG-

ségl valtozoé struségfiiggvénye

fly?)-2y, h
g(y):{ (y ) y, ha y>Q0,
0, ha y<O0.

4. Az n = |&] valészintségi viltozé siriségfiiggvénye

g(y):{f(Y)"' f(_ Y)a ha y>0,

0, ha y<0.

2.12.3. tétel. Az (M, ) paraméterli & normalis eloszlasu valoszinlségi

valtozé n = transzformaltja standard normalis eloszlasu valoszind-

c
ségi valtozo.

Bizonyitas. A & valészinlségi valtozo strtségfliggvénye

(x-m})?
1 T, 2
f(x)= e 2
ov2m
-m 1 m 1 m
Mivel n = §=m =—&—— az el6z6 tétel els6 allitasat a=— és b=——
c G~ © c c

valasztassal alkalmazva, 1 straségfiiggvénye

o()=ry 1257 )= tloryem)

amit igazolni akartunk.
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2.13. A Markov- és a Csebisev-egyenlotienség

2.13.1. tétel. (Markov-egyenétlenség) Ha n olyan nem negativ értékeket
felvevé valdszinlségi valtozo, amelynek van varhatéd értéke, és az a egy
tetszOleges pozitiv valds szam, akkor

P(n>a)< Mgn)_

Bizonyitas:

a) Legyen M el6szor diszkrét valészinlségl valtozoé. Lehetséges értékei
legyenek Yy,Y,..., az ezekhez tartoz6 bekovetkezési valoszintiségek
pedig Pi, Pp,... . Ha felirjuk az m varhat6 értékét, majd az ezt alkotd
Osszeg néhany tagjat elhagyjuk, azutan a tagokat (legfeljebb egy kivételé-
vel) alkalmasan kisebbitjik, az

M(n)= %o:YK ‘Pk2 Tyk-Pk2 Ta-pgza Xpc=a-Pnza)
k=1 Yk =a Yk =a Yk =a
egyenl6tlenségsorozatot nyerjiik, ahonnan
M(n)>a-P(n>a).
A tétel allitasat innen mindkét oldalt a-val osztva kapjuk.

b) Legyen most M T sirlségfiigavényli folytonos eloszlasa valdszintségi
valtozé. A bizonyitandé egyenlétlenség ekkor az

M(n);gy- Fy)dy> Jy- f(y)dy >
> Ta-f(y)dy=a- | f(y)dy=a-P(n>a)

egyenl6tlenségekbdl kovetkezik.

2.13.2. tétel. (Csebisev-egyenlStlenség) Ha a & valdszinlségi valtozdnak
van varhat6 értéke és szorasa, és A tetszbleges pozitiv valds szam, akkor

P(le-M ()= 2 D(&))sxiz.
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Bizonyitas. A Markov-egyenl6tlenséget az 1= (&— M(ﬁ))z és az

a=2% D> (E’;) valasztassal alkalmazva, a

e M »22.02()< ME-MEP) D' 1

22.D%(g)  22-D2(g) 22

egyenl6tlenséget kapjuk. A tétel allitasa ebbdl a

le-M()P =22 02()

eseménynek a vele ekvivalens

{{e-M(&)|22 D)

eseménnyel torténd helyettesitésével kovetkezik.

A Csebisev-egyenlétlenséget a

1
P(E-M@E)|<2-DE)=1-P(E-M@)23-DE)21-—
formaban annak becslésére hasznaljuk, hogy a & valdszinlségi valtozé
milyen valoszintséggel esik egy adott, a varhaté érték kortli szimmetrikus

intervallumba.

1. példa. (Diszkrét valoszintségi valtozo.) Egy sorsjatékon 1 darab 50000
+ Ft-os, 10 darab 5000 Ft-os és 50 darab 1000 Ft-os nyeremény van. A ja-
' tékhoz 1000 darab sorsjegyet adnak ki. A & valdszinlségi valtozé vegye fel
| az egyes nyereménydsszegek értékét.

a) Adjuk meg & eloszlasat!

: b)) Hatarozzuk meg & varhat6 értékét!

\ ¢) Hatarozzuk meg & szorasat!

Megoldas.
a) A & valdszinlségi valtozo értékei az

Xo =0, X; =1000, X, =5000, X3 = 50000
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szamok lesznek. Ezek bekovetkezési valoszintséget:

o, _1000-61 S0 10
O~ 1000 " 1000”72 1000 7 T 1000
b)
3
M(EJ): ZOXi pi =
i=
_0.1000=61 1 600. 29 1 5000- 1 4 50000 L =150
1000 1000 1000 1000
¢)

1/2

p(e)=M2)-mep2)” - (%2 Y (a)zj _

B 1/2
02100061 o 50
000 1000
_1 45000219 4 s00002. 1 | =
1000 1000
~(150)

= (0+ 50000 + 250000 + 2500000 — 22500)" 2 ~ 1666,6.

2. példa. (Folytonos valdszinliségi valtozo.) Egy =18 cm sugard céltab-
' lara véletlenszertien 16véseket adunk le. Feltessziik, hogy minden 16vés
| eltaldlja a céltablat (csak ilyen l6véseket vesziink figyelembe). Tegyiik fel,
. hogy a céltablira rajzolt birmely sikidom taldlati valészindsége arinyos a
sikidom teriiletével. A & valoszinlségi valtozo értéke legyen a talalat he-
+ lyének a kor kozéppontjatdl mért tivolsaga. Szamitsuk ki & varhat6 értékét
| és szorasnégyzetét!

Megoldas. A folytonos eloszlasu & valészinlségi valtozo eloszlasfliggvé-
nyét, illetve strségtiggvényét kell el6szor meghatarozni. Annak valoszi-
ndsége, hogy a § valdszinlségi valtozd X-nél (0 <X< r) kisebb értéket
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vesz fel az X sugaru és az r sugara korlapok teriileteinek hanyadosaval ara-
nyos:

0, ha X<0,
F(x)={%, ha O<x<r,

I, ha r<x

Ebbdl a § striségfiiggvénye szakaszonkénti derivalassal adédik:

0, ha X <0,

f(x)= 2X ha 0<x<r,
.2

0, ha r<x

A & folytonos eloszlasu valészinlségi valtozo varhaté értéke igy:

0 —00
r 2 r 2
= [x? ﬂdx—[grj —ijx3dx—(grj =
o r? 3 r?o 3
2 [T a4, 1, 4, 1,
=—|—| —=r"==—r"——r"=—r" =18
24, 9 29 18
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' 3. példa. Hatirozzuk meg az N és P paramétert binomialis eloszlasa &
1 valoszintségi valtozo varhat6 értékét |

Megoldas. & varhaté értéke:

n n n
M(E)= Txc pc=X k-( ]p" g

k=0 k=0 \K

n n! k .n-k
N PR L

PIRTN L

—n. ! k=1, o (n-1)~(k-1)
R oy oy e L
=N- pnil(n__ljpi .q(n_l)_i
i=0\ |
n-1

=n-p-(p+q)" " =n-p-(p+(-p)"" =n-p.

Maisik — és egyszeribb — megoldashoz jutunk, ha észrevesszik, hogy &
eléall # db figgetlen, p paramétert karakterisztikus eloszlasa valoszintségi
valtoz6 Osszegeként: & =1 + 1My +...+ M. Mindegyik mj varhat6 értéke

I-p+0-(1-p)=p,innen ME)=MM;)+...+M(n,)=np.

. 4. példa. Hatirozzuk meg a A paraméterd Poisson-eloszlasu & valészind-
| ségi valtozo varhato értékét és szérasnégyzetét!

Megoldas. & varhat6 értéke:

M (&) gx p %Ojk A e = e_k%Oj !
K=0 k=0 k! ka1 (k=1)!
52 Y
i=0 |

£2 varhat6 értéke:
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k
o0 o0 }\’ _
M(a2)= Y x2opg= Y kIS
k=0 - k!
© k o k
=Y kk-1) e+ ¥ k-2
k=2 ! k=1
k=2 k-1
o2 © )
A2 . > +A-e" Y
k=2 (k—2)! k=1 (k =1)!
o A o a
_a2er s A et A 240
i=0 I! i=0 I!

§ szorasnégyzete:
D2(2)=M(e2)-M2()= 2 +2)- ()7 =

5. példa. (Binomialis eloszlas.) Egy tétel aru harmadrésze elsé osztalyu.
Négy darabot kivalasztunk a tételbdl talalomra. A kivalasztas egyenként
megy végbe, és a kivalasztott arut rogton - a kévetkez6 kivalasztasa el6tt -
visszatesszik a tobbi k6zé. A & valdszinlségi valtozo értéke legyen a kiva-
| lasztott elsé osztalya darabok szama. Irjuk fel és abrazoljuk a valészintisé-
| gi valtozo eloszlasat! Szamitsuk ki a varhato értékét és a szorasat!

Megoldas. A § valészinlségi valtoz6 binomialis eloszlasu. Jeloljuk A-val
azt az eseményt, hogy egy kivalasztott darab elsé osztalyu. Az A és az A
események valészintiségei:
— 1 2
P(A)=p=—, P(A)=q=1- p=1-2=7.

Annak valészintsége, hogy & az Xy =K értéket veszi fel:

py = P(E=k)= (i)[%}k .@j“ _ k!.(44’_ o 2::( (k =0,,2,3,4)

Az eloszlas tagjait ugy kapjuk, hogy K lehetséges értékeit behelyettesitjik:

16 32 24 8 1

_ga p]zga pzzga p3:§9 p4:§

Po
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Abrazoljuk az eloszlast:

Pk

00w
=S
1
T
|

€ varhato értéke

1 4
M(é):n p=4 —=§,
szorasa pedig
12 2
D(@):Vn~p~q= 4'§'§=§'\/2.

Az MS Excel hasznalata esetén a Py, Py,..., P4 valoszinGségeket az

= BINOM.ELOSZLAS(0:4;1/3; HAMIS),
= BINOM.ELOSZLAS(1;4;1/3; HAMIS),

= BINOM.ELOSZLAS(4;4;1/3; HAMIS)

kifejezések kiértékelésével hatarozhatjuk meg.

' 6. példa. (Hipergeometriai eloszlas.) Probagyartas soran 20 gép készilt el,
: amely koziil 5 javitasra szorul. A teljes mennyiségbdl 4 talalomra kivalasz-
 tott gépet felilvizsgalatra kiildenek. A gyartas akkor indulhat meg, ha a
+ felulvizsgalt gépek kozil legfeljebb 1 szorul javitasra. Mekkora annak a
valészintsége, hogy megindulhat a gyartas?

Megoldas. Jelslie Xy =k (k =0,1,2,3,4) a felilvizsgilatra kiildstt gépek

kozott levé hibasak szamat. A & hipergeometriai eloszlasu valészintségi
valtozd ezeket a K értékeket veheti fel. A teljes mennyiség m = 20, a javi-
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tasra szorulok szama ebbdl S=15. A felilvizsgalatra killdétt gépek szama
n=4. Igy annak valészintisége, hogy a & valészintségi valtozé a K értéket

k \4-k
~ 2 (k=0,1,2,3,4)
20
4
A gyartas akkor indulhat meg, ha legfeljebb egy hibas gép akad a feltlvizs-
galatra kildott gépek kozott. Ez két modon allhat el6: ha mind a négy gép

hibatlan, vagy pontosan egy hibas van kozottik. Ezek az esetek egymast
kizarjak, ennélfogva valészintiségeik Osszege adja a vizsgalt esemény valo-

5Y\15 S\15
0L 4 IA3) 15-14-13-12 15-14-13

+p; = - = +

Po+ P 20 20 20-19-18-17 19-18-17

4 4
728

=——=~0,75.
969

veszi fel:

pk =P(E=xy)=

szinlGségét:

Tehat kb. 75% annak a valdszindsége, hogy a felilvizsgalat eredménye
alapjan megindulhat a gyartas.
Az MS Excel hasznalata esetén a Py + Py valoszintséget az

= HIPERGEOM.ELOSZLAS(0;4;5;20)
+ HIPERGEOM.ELOSZLAS(1;4;5;20)

kifejezés kiértékelésével hatarozhatjuk meg.

L, példa. (Poisson-eloszlas.) Egy orsézogépen 100 munkadra alatt atlag-
| ban 3 szakadis kovetkezik be. Mennyi annak a valészintsége, hogy egy
 ilyen id6tartam alatt a szakadasok szama nem Iépi tdl az atlagot? Az altala-
' nos tapasztalat alapjan feltehet6, hogy a szakadasok Poisson-eloszlas sze-
| rint kovetkeznek be.
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Megoldas. A & valoszinlségi valtozd vegye fel a vizsgalt idGtartam alatt
végbemend szakadasok szamat: akkor & Poisson-eloszlasd. A paramétere a
vizsgalt idGtartam alatti szakadasok szama, vagyis A =M (Fv) =3. AE va
16szintségi valtozo a K értékeket

3k,

pk:P(ﬁzk):U-e (k=0,1,2,..)

valoszinlségekkel veszi fel. Annak valészintsége, hogy & értéke nem 1épi
til az M (&) =3 vérhato értéket

Tehat kb. 65% valoszinlisége annak, hogy a vizsgalt 100 6ras id6tartam
alatt nem kévetkezik be szakadas.
Az MS Excel hasznalata esetén a Py + Py + Py + P3 valdszindséget az

= POISSON(0;3; HAMIS) + POISSON(1;3; HAMIS)
+ POISSON(2;3; HAMIS) + POISSON(3;3; HAMIS)

vagy az

= POISSON(3:3;IGAZ)

kifejezés kiértékelésével hatarozhatjuk meg.

| 8. példa. Hatarozzuk meg az (a,b) intervallumon egyenletes eloszlasu &

1 valoszintségi valtozo varhaté értékét és szorasnégyzetét!

Megoldas. & varhaté értéke:

b 2P
M(E)= Tx-f(Q)dx= fx-——dx= | X| =
o] a b_a b_a 2 a
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£2 varhat6 értéke:

b—a 3 3

€ szorasnégyzete:

D*(¢)= M(iz)—MZ(a): a’+a-b+b’ _(a+b)2 _

3 2
_ 4b% +4a-b+4b%-3b2-6a-b-3a> (b-a)’

3-4 3.4

1 9. példa. Hatdrozzuk meg a A paraméter( exponencidlis eloszlasu & valo-
1 szinliségi valtozo varhat6 értékét és szorasnégyzetét!

Megoldas. & varhat6 értéke (parcialisan integralva):

M (&)= Tx- f(x)dx:ofx.(x-e_k'x)dx
—00 0
:ali_rgozx-(x-e_k’x)dx=ali_r)lzo([—x-e_x'x]g— zl-(—e_“)jx]
:ah_rgo [—x e 7"(]8+{—e;x]0

£2 varhat6 értéke (parcidlisan integralva):
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o0 o0
M(&z): [x2 - f(x)dx =[x -(k-e_“)dx
—o0 0

a

a—®© a—»0

4 63 p

= lim [x? ~(k-e_“)dx= lim ([— X2 ~e_“]g—?2x-(—e_)"x)de
0

a—>0

a—>0

e a—o0 0

§ szorasnégyzete:

p?(¢)=ME2)-M2(e)= %~

a
= lim U— X2 ~e_“]8+ 2-[x- e""xdx]
0

2 a
lim (—%m}g- lim jx~(x-e—“)dx=0+%|v|(g)

92 2 92

10. példa. (Egyenletes eloszlas.) Telefonhivas alkalmaval a tarcsazas befe-

1 jezésétol a kapcesolasig eltelt id6t tekintstk egy & valoszinlségi valtozonak.
t Tegytk fel, hogy ez egyenletes eloszlasu, és a kapcsolas idétartama 5 mp-

L t61 105 mp-ig terjedhet. Adjuk meg & strlség- és eloszlasfugevényét! Ha-

i tarozzuk meg & varhat6 értékét és szoérasat! Szamitsuk ki annak val6szind-
| ségét, hogy legalabb egy percig kell varnunk a kapcsolasral

Megoldas. & egyenletes eloszlasu az (5,105) intervallumban. Striség-

tiggvénye:
0, ha X<5,
f(x)= L ha s<x<10s,
100
0, ha x>105.
Eloszlasfiggvénye:
0, ha X<5,
X—5
F(x)=4=——, ha 5<x<105,
100
1, ha  x>105.
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€ varhato értéke és szorasa:
5+105 105-5 50
M (&)= =55, D(¢)= ==
2 V3 43
Annak val6szintsége, hogy legalabb egy percig kell varnunk a kapcsolasra:

P(g260):1—P(g<60):1—F(60)=1—%=0,45.

~ 28,8.

11. példa. (Exponencialis eloszlas.) Bizonyos tipust izzolampak tonkre-
meneteléig eltelt égési idGtartam hosszat tekintsiik egy & valoszinlségi
» valtozénak. Megallapitottik, hogy & exponenciilis eloszlasu és a szorisa
1000 6ra. Hatarozzuk meg & varhaté értékét! Irjuk fel & strdség- és elosz-
| lasfiggvényét! Szamitsuk ki annak valoszintségét, hogy egy kiszemelt iz-
. z6lampa 3000 6ran beliil nem megy ténkre!

Megoldas. Mivel £ szorasa és varhaté értéke megegyezik:

D(E)=M(&)= % =1000.
€ strlségfiggvénye:
0, ha x<0,
fx)=1 1 :

—-e_m, ha x>0.
1000

Eloszlasfiggvénye:

F(x)=

X

0, ha x<0,
1—e 00 ha x>0.

Annak valészintisége, hogy egy kiszemelt izzélampa 3000 6ran belil nem
megy tonkre:

P(& >3000)=1-P(g<3000)=1-F(3000)
_3000
—1-|1—e 1000 |—¢™3 ~0,05.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutaté ~ Vissza 4 64 P



Val6szinliség-szamitas és matematikai statisztika Valészinliség-szamitas

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutato Vissza 4 65 p

Az MS Excel hasznalata esetén az F(3000) értékét a

= EXP.ELOSZLAS(3000;1/1000;IGAZ)

kifejezés kiértékelésével hatarozhatjuk meg.

Az exponencialis eloszlas ,,6rokifja” tulajdonsaga miatt (lasd a 2.11.6. té-
telt és az utana tett megjegyzést), feltéve, hogy a lampa szamunkra isme-
retlen ideig mar vilagitott, annak valészintsége, hogy tovabbi 3000 6ran
belil nem megy tonkre, ugyanez.

12 példa. (Normalis eloszlas.) Tavolsagmérést végeznek terepen. A valodi
1 és a mért hosszusag kiillonbségét, vagyis a mérési hibat valészintségi val-
| tozénak tekintjiik. Bz a & valészintségi valtoz6 normailis eloszlasd, varha-
t6 értéke (—20) m, szorasa 40 m. Szamitsuk ki annak val6szintségét, hogy
: a hiba abszolut értéke 60 m-nél kevesebb!

Megoldas. & ekkor m=—20 virhat6 értékl és 6 =40 szdérasu normalis
eloszlast valészintségi valtozo, és annak valdszintGisége, hogy a hiba ab-
szolut értéke kisebb 60 m-nél:

P(&|<60)=P(-60 <& < 60)= P(
[ 60+20 _ 60+20)

-60-m &-m 60—mj
< < =
(¢} (o) ()

=P(-1<n<2)=
) o0 o)) 50 1
~0,977+0,841-1=0,818.

A fenti levezetésben a standard normalis eloszlasra vezetd

E—m

(¢

T’l:

transzformaciot alkalmaztuk. Felhasznaltuk tovabba, hogy a standard nor-
malis eloszlas striségfiiggvénye szimmetrikus, azaz (p(— X) = (p(x), és gy

az eloszlastiiggvényére fennall a (1)(— X) =1- q)(X) aZ0Nossag,.
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Az MS Excel hasznalata esetén a CD(I) ésa <I)(2) értékeket az
= STNORMELOSZL(1) és = STNORMELOSZL(2)
kifejezések kiértékelésével hatarozhatjuk meg.

1 13. példa. (Valdszindségi valtozo transzformacioja.) Legyen & egy (M, ©)
. araméteri normalis eloszlasu valészinlségi valtoz6. Hatirozzuk meg az

= eé lognormalis eloslass valoszintiséoi valtozo strtséofugovényét!
! 4 k¢ gruggveny

Megoldas. & strlségfiigavénye

_(x—m)2
1

f(x)= e 20° (xe R)
2nG

Mivel a &-r6] n-ra t6rténd transzformacié alakja:

h(x) =€, h(y) = In(y) (ezer (h-l)'<y>=§>,

a transzformacios tételt alkalmazva, 1 striségfiigevénye:

~@45w* ha y>0_

0, ha y<0
| _(in(y)-m)* |

- e 200 .~ ha y>0
216 y

0, ha y<0

14, példa. (Specialis valtozétranszformaciok.) Legyen & egyenletes elosz-
lasu a (— 1,2) intervallumon. Irjuk fel az 1 := &2 val6szinlségi valtozo

| stirliség- és eloszlasfiigavényét!
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Megoldas. & strlségfiigevénye:
ha X<-1,

0,
f(x)= %, ha —-1<x<2,
0, ha 2<X.

Vissza

A masodik specialis esetet alkalmazva, 1 surdségtiigevénye:

f (\/y)-i_ f (_ \/y) ha
a(y)= 2.y
0,

y>0

ha y<0

0, ha 4<y,
11 ha l<y<4
B 3 2\/;7 ’
12 1
————, ha 0O<y<l,
2y
0, ha y<O0.
Eloszlasfiggvénye pedig:
1, ha 4<y,
1 y+l, ha I<y<4,
Gly)= 3, _°

%-\/Y, ha O0<y<lI,
0, ha y<O0.

ahol felhasznltuk, hogy G’ =g ¢s G(a)<G(b), ha a<b.

4 67 p

15. példa. (Csebisev-egyenl6tlenség) Egy forgalmas utkeresztez6désben

' egy Ora alatt dthalad6 gépkocsik szima legyen egy & valészindségi valtozo.

A felmérésekbdl ismert, hogy & varhato értéke 500, szorasa 25. Legalabb
i mekkora valoszintséggel esik 400 és 600 k6zé az utkeresztez6désben egy

6ra alatt athalad6 gépkocsik szama?
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Megoldas. Az, hogy az athalad6 jarmuvek szama 400 és 600 kozé esik,
azt jelenti, hogy a & valészinlségi valtozé a varhaté értékétdl
A- D(ﬁ)ZIOO -nal nagyobb értékkel nem tér el. Mivel D(§)=25, igy
A=4. Az cllentett események valoszinlségei kozott Osszefligeés és
Csebisev-egyenlStlenség alapjan ezért a keresett valoszintiség

1

2
P(|& —500] <100)=1-P(|& ~ 500| > 100)> 1—&] _B

T3

2.14. Tobb valosziniiségi valtozo egyiittes
eloszlasa

Definicié. A &,&5,...,&, egyitt megfigyelt valoszintségi valtozok Gsz-
szességét N-dimenzids valdszindségi  vektorviltozonak nevezzik, és a
(él 6258 ) szimbolummal jeldljtk.

Definicié. Egy (ﬁl,iz,...,én) valoszinlségi vektorvaltozot diszkrétnek

(folytonosnak) neveziink, ha valamennyi komponense diszkrét (folytonos).

Definicié. Egy (él,éz,...,én) valoszinlségi vektorvaltozé eloszlisfiiggve-
nyének nevezzik azt a figgvényt, amely minden (Xl,Xz,...,Xn) valos

szam-N-eshez a

181 <X 1182 <X }oous{&n < Xn}

események egytittes bekdvetkezésének valoszintségét rendeli, azaz
F(X1.Xg.-:%n ) = P(&1 <X, &3 < Xgs..0s §n < Xn)

((Xl,Xz,...,Xn)E R n)

Definicio. Egy (£1,&5,...,&, ) valoszindségi vektorvaltozo &; (i=1, 2,
..., N) komponensének az eloszlasit a &;j-hez tartozé peremeloszlisnak ne-

vezzuk, és az eloszlasfuggvényét F, -vel jeloljik.
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A peremeloszlast vetiilet- vagy margindlis eloszldsnak is szoktak nevezni.

Definicié. Egy folytonos (il,éz,...,én) valészinlségi vektorvaltozot

obytonos eloszlisinat mondunk, ha van olyan f:R"™ > R fiigevény,
/). g b ggveny

amelyre
X] X2 Xp
J. I jf(tl,tz,...,tn)dtn...dtzdtlZF(XI,Xz,...,Xn),
—00—00 —00

(X, X3.sXn )€ R

Ezt az f fuggvényt a valdszinlségi vektorvaltozo siriségfiiggényének nevez-
zuk.

Definicié. Egy folytonos eloszlasu (ﬁl,éz,...,én) valészintségi vektor-
valtozé &; komponensének strlségfiigevényét a &j-hez tartozd perem-

stiriiségfiiggvényneke nevezzik, és fj-vel jeloljik (i =12,..., n).

Az eloszlas- és striségtiggvény tulajdonsigaira vonatkozé tételeket a
kétdimenzids esetre fogalmazzuk meg, de azok természetes modon altala-
nosithatok az N-dimenzids esetre.

2.14.1. tétel. Tetszbleges kétdimenzids (f, 77) valoszinliségi vektorvaltozo
F closzlasfiiggvénye az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:

—_

Ertékkészlete: R =[0,1]

2. F mindkét viltozéjdban monoton nove, azaz F(Xl,b)é F(Xz,b),
valahanyszor X| < Xp, és F(a, yl)é F(a, Yo ), valahanyszor Y <Y,

3. lim F(x,b)= lim F(a,y)= lim lim F(x,y)=0
X—>—00 y——0 X—>—00 y——00
4. lim lim F(x,y)=1

X—>-+00 Y—>-+00
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5. lim F(a,y)=F(a) é lim F(x,b)=F,(b)

y—)-‘rOO X—>+00
6. P(ay <g<ay, b <n<by)=Flas,by)+F(a.by)-Fla;by)-Flaz.by)
Bizonyitas. Csak az utolsé két allitast igazoljuk.

5 lim F(a,y)= lim P(¢<a,n<y)=P(¢<a,n<+o)=P(¢<a)=F/a)
y—>+00

y—>+00

A lim F (X, b ): F, (b) egyenléség hasonldan igazolhatd.
X—>+00

6. Az A ={&<aj}, Bj={n<bj} (i=1,2) események bevezetésével
az allitas az alabbi egyenlSségekbdl kovetkezik:
=P(a; <&<ay,b <n<by)=
=P((Ay —A)- (B2 =By))=P(Ay - (B, =B) - A (B, - By)) =
=P(Ay-(B; -By))-P(A - (B, —-By)) =
=P(Ay-By)—P(Ay-B))—(P(A - By) - P(A - By)) =

=P(g<ay,n<by)+P(g<a,n<h)-
_P(E»Sal:nSbZ)_P(ggaZ’nSbl)z
= F(ay,by )+ F(ay.by)— F(ay,by ) - F(ay,by).

2.14.2. tétel. Tetszlleges folytonos eloszlasu kétdimenzids (ﬁ,n) val6szi-

nliségi vektorviltozo f sirlségfigevénye az alabbi tulajdonsagokkal ren-
delkezik:

—_

f(x,y)=0, (xy)eR?
2. 0y0yF =0y0yF =f, ahol 0y0yF ¢és 0yoxF az F eloszlasfiigg-
vény masodrendd vegyes parcialis derivaltjait jelolik.

+00 400

3. [ [f(xy)dydx=1

—00 —00

4. [t@at)dt= f,(a) illewe | f(s,b)ds = f(b).

—00 o0
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ay by
5. P(alﬁgﬁaz,blﬁnﬁbz)z I If(s,t)dtds
ar by

Bizonyitas. Csak a 4) allitast igazoljuk. Az eloszlasfiiggvényre vonatkozo
tétel 5) allitasa szerint F(x)= lim F(X,y) és igy
y—>+o0

X 400
Fi(x)= lim F(xy)= ] [f(st)dtds.

Y—>—+00 —0

40
A g(s)= [f(s,t)dt jelolést bevezetve és felhaszndlva, hogy

—0o0

X
6){ | g(s)ds] = g(x), innen azt kapjuk, hogy

—00

fﬂ@zaxﬁﬁﬁdh(?Uﬂ@ﬁﬂﬂhjz@{?g@m%:

_g(x)= ] F(xt)dt

ami igazolja az allitasunkat.

2.14.3. tétel. Tetszbleges diszkrét kétdimenzids (ﬁ,‘r]) valészintiségi vek-

torvaltozé valdszinliségeloszlasabol a peremeloszlasait a
Pi = P(E=x)= % Pik
ésa
Pk = P(n =¥ )= 2 pix
i
formulakkal allithatjuk el6, ahol

pik = P(E=xi.m=Yk).
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Ha a pjk szamokat (véges vagy végtelen) matrixba rendezzik, a peremel-

oszlasokat e matrix sor- és oszlopOsszegei adjak.

2.15. Valosziniségi valtozok fiiggetlensége

Definicié. A &1,&,,...,&y valoszinlségi valtozokat (teljesen) fliggetle-
neknek nevezziik, ha tetszéleges Xp,Xp,...,X, valos szamok esetén a

{":1 <X },{&2 < Xy },...,{?;n < Xn} események (teljesen) fliggetlenek.

A definiciébél nyomban adédik, hogy ha &;,&9,...,&, (teljesen) flgget-
lenek, akkor minden €y,Cy,...,Cq szam esetén a &) +Cp, &y +Co, ...,
En +Cp valészinlségi valtozok is (teljesen) fiiggetlenek.

A figgetlenség definiciéjabol kozvetlenil kévetkezik az alabbi két tétel:

2.15.1. tétel. Ha a (ﬁl,ﬁz,...,ﬁn) valoszintségi vektorvaltozé & kom-
ponensei (i = 1,2,...,n) tiggetlenek, akkor az eloszlasfiiggvény az egyes

komponensek eloszlasfiggvényeinek szorzata, azaz:
F(X1:X2 0 Xn )= Fr(X1)- Fa (X2 )+ - Fn(Xn)  ((X(:X25-,Xn )€ R ™).

2.15.2. tétel. Ha a folytonos eloszlasa (él,iz,...,in) valdszindségi vek-
torvaltoz6 &j komponensei (i =12,..., n) figgetlencek, akkor a strlség-

figegvény az egyes komponensek striségfiggvényeinek szorzata, azaz

f(X1.X00 0% )= T (%)) F2(X0) o Ty (X)) ((X12X25 %y )€ R ™.

A fenti tételek megforditasa is igaz: a szoban forgd valdszintségi valtozok
pontosan akkor fuggetlenek, ha az egytittes striségfiigovény (eloszlasfiige-
vény) a perem-surdségfiigevények (perem-eloszlasfiggvények) szorzata.
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2.16. Tobb valosziniiségi valtozé transzformaltjanak
varhato értéke és szérasa

2.16.1. tétel. A (£),&5,...,&p, ) valészintiségi vektorvaltozok h: R™ — R
figgvényének varhato értéke a diszkrét esetben a

M(h(E1.82se 80 ) =2 Z . 0Ky Xiyoeea Xi, ) Py i s

h I In

a folytonos esetben pedig a

M(h(§1a§2=-~a‘§n)):

= [ [ . [h(Xp, %0, X ) F(Xps X0 ees Xy )AX .. 0% X

—00

formulaval hatarozhaté meg, amennyiben a varhat6 érték 1étezik.

A h(él RST .,én) valoszinlségi valtozé szorasnégyzete definicio szerint:

D2(n(E1,E00 80 ) = M(1(ELEgs B )~ M (BE L B )P

teltéve, hogy ez létezik egyaltalan. Ekkor, az egydimenzios esethez hason-
l6an, a szérasnégyzet kiszamitasa a

D2(h(E1,&2s-&n)) = M (W2 (E1,82,- 1, 6n)) ~ M 2 (N(E1, 25, En))

formulaval 1s tOorténhet.

2.16.2. tétel. Ha a &;,&9,...,& valdszinlségi valtozok varhatd értéke

létezik, akkor 1étezik az Gsszegiik varhato értéke is és

M(E +Ex +...+En)=M(E])+M(E)+...+ M(g).

Bizonyitas. Az allitast csak az N =2 esetre igazoljuk. Ez teljes indukcio-
val altalanosithat6 az N > 2 esetre.
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a) A diszkrét esetben az allitas az
M(§+n)=2%(xi + Yk ) Pik =
1
=22 X Pik + X2 Yk - Pik = 2 X X Pik + X Yk 2 Pik =
i k i k ik ko
=2 X * Pix +%yk Pk =M (E)+M(n)
1

egyenléségekbdl kovetkezik.
b) A folytonos esetben pedig az allitast az

+00 +00
M(g+n)= | J(x+y) f(x,y)dydx=
+00 400 +00 400
= | Jx-f(xy)dydx+ [ Jy-f(x,y)dydx=
+00 400 +00 400
= [ x [f(xy)dydx+ [ y [f(x,y)dxdy=

+00 +00
= [x-fi(X)ax+ [y- f(y)dy =M(g)+ M)
egyenl6ségekbdl kapjuk.

2.16.3. tétel. Ha a §},&5,...,&, fuggetlen valészinlségi valtozok varhato

értéke létezik, akkor létezik a szorzatuk varhato értéke is és

M(E & .o-En)=M(&)-M(E)-...-M(Ep )

Bizonyitas. Az allitast csak az N =2 esetre igazoljuk. Ez teljes indukcio-
val altalanosithaté az N > 2 esetre.

a) A diszkrét esetben az allitas az

M(i-ﬂ)=2%(xi Vi) Pik =Z%(Xi ¥k ) (Pix - Pak) =
| |

(35000 ) 530 w6

egyenl6ségekbdl kovetkezik.
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b) A folytonos esetben pedig az allitast az

+00 +00

M(gm)= [ J(x-y)-flxy)dydx
=1l (1(0)- Ry )ayox
[Tttt Ty 2000 |- o

egyenléségekbdl kapjuk.

2.16.4. tétel. Ha a &1,&5,...,&p fuggetlen valdszinlségi valtozok szorisa
létezik, akkor 1étezik az Gsszegik szorasa is, éspedig:

D(& +&; +...+&n)=D?(&)+ D*(Ey)+...+ D*(&p)

Bizonyitas. Az allitast csak az N =2 esetre igazoljuk. Ez teljes indukcio-
val dltalanosithaté az N > 2 esetre.

D2(E+n)=M(E+n-ME+MD) =M (E-ME) +n-Mm)*) =
=M (E-ME))+2M(E-ME)-(-M@))+M((n-Mm)?*) =
=D?*(¢)+D*(n)

mivel £, fiiggetlensége miatt M ((&— M (€))-(n—Mm)))=0.

A bizonyitisban el6forduls cov(g,n) = M((E-M(E))-(M—-MW))) szi-
mot a § és M valoszinlségi valtozok kovariancidjanak nevezzik. A 2.16.3.
tétel szerint tehat figgetlen valdszindiség viltogok kovariancidja mindig érus. Ez
megforditva altaldban nincs igy: ha a kovariancia zérus, ebbdl a fuggetlen-
ség még nem kovetkezik.

2.16.5. kovetkezmény. Ha a &1,&5,...,&, fuggetlen valdsziniségi valto-
26k szoérasa megegyezik, akkor

D(&l -l-&z +...+§n)=\/ﬁ'(5,

ahol ¢ a valoszintségi valtozok k6zos szorasat jeloli.
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2.17. A nagy szamok téorvényei

2.17.1. tétel. (A nagy szamok torvényének Csebisev-féle alakja.) Ha a
£1,82,...,&p azonos varhat6 értékd és szoérasu fuggetlen valdsziniségi

valtozok M (E_ﬂ ) =m varhat6 értékkel és D(&i ) =0  szorassal
(i = 1,2,...,n), akkor

P(|§1 +§2 +...+§n _

| n

tetszbleges € >0 szam esetén.

Bizonyitas. A Csebisev-egyenlStlenséget a &1,&5,...,&, flggetlen valo-

szintségl valtozok

EJ:EJI-‘_E"Z +...+én

n

szamtani k6zepére alkalmazzuk. & varhat6 értéke a 2.16.3. tétel szerint:

M(E_}):M(§1+§2:---+§nj:%-(m+m+...+m)=m

€ szorasa (a 2.16.6.Kovetkezményt felhasznalva):

D(FD): D(‘:l +&7 :...+§nj:%_(\/ﬁ.c):%.

A Csebisev-egyenl6tlenség szerint igy minden A >0 mellett:

P[|§—m|zx-%J<i

n) 22

e , ,
valasztassal:

Specidlisan, A =
c

Ple-m|>e)<——,
€7-N

mint allitottuk.
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A nagy szamok torvényének Csebisev-féle alakja figgetlen, azonos varha-
to értékd és szoérasu valoszinliségi valtozok szamtani kozepének a kozos
varhato értéktél valo eltérésére ad becslést. A tétel 1ényegében azon alapul,
hogy ilyen valdszintségi valtozok atlaganak varhaté értéke valtozatlan
marad, mig szorasa # novekedésével csokken.

2.17.2. tétel. (A nagy szamok Bernoulli-torvénye.) Ha n figgetlen kisérle-
tet végzink egy p = P(A) valoszinlségl A esemény megfigyelésére és a

kisérletek soran az A esemény Kp, -szer kovetkezett be, akkor

ZSJSM,
Sz'n

pl [n _
n

tetsz6leges € >0 szam esetén.

P

Bizonyitas. Legyen &; az A esemény i-edik kisérletében torténd megfi-

gyeléséhez rendelt karakterisztikus valészintségi valtozd (i = 1,2,...,n).

Ekkor
M(&i)=p,és DE)=yp-(1-p) (i=12,....,n).

Ezt felhasznalva, az el6z4 tételt a

k_n=§=§1+§2 +...+E_,n

n n

valasztassal alkalmazva, az igazolni kivant

P(Eﬂ—mnZsj=PQ§—Mzs)s£;g:£)
n ‘N

egyenlStlenséget kapjuk.

A nagy szamok Bernoulli-t6rvényét altalaban

P(k” <e]=1—P(k“ ZSJZI—B;%:lQ

—=p —=Pp
n n €°-n

formaban annak becslésére hasznaljuk, hogy a relativ gyakorisig milyen
valoszinlséggel kozeliti meg az adott A esemény P valoszinliségét.
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. . 1 - . )
Mivel lim M:O, ezért a relativ gyakorisagok hatarértéke az
nN—© ¢“.n

esemény P valoszintiségével egyezik meg.

2.17.3. kévetkezmény. Mivel p-(1-p)<

i

1
Z, a nagy szamok Bernoulli-
torvényébol a

—-p
n

1
28 |S——
J 4.¢%.n

egyenlStlenség teljestilése is kévetkezik, ami ismeretlen P esetén is alkal-
mazhat6 becslést tesz lehetévé.

1. példa. (Diszkrét valoszintiségi valtozok egylittes eloszlasa.) Egy doboz-
' ban 22 darab 1-t6] 22-ig megszamozott cédulat helyeztiink el. Véletlensze-
' rtien kihtizunk egyet. A rajta levd szamot két szempontbol vizsgiljuk. A &
| valészintiségi valtozé értéke legyen 0, ha paratlan szamot hiztunk és 1, ha
| parosat. Az M valészindségi valtozé értéke pedig legyen 0, ha nem osztha-
| t6 hirommal a kihtzott szam és 1, ha igen.

' a) Irjuk fel a (& M) kétdimenzios valoszinGségi vektorvaltozé valoszin-

ség-eloszlasat!
i b) Szamitsuk ki a peremeloszlasokat!

Megoldas.
a) (c";,n) lehetséges értékei:

(%i-yic)=(0,0).(0,1),(1,0).(1,1).

Ezek bekovetkezési valoszinségei:

7 4

Poo =P(E=0,n=0) %2 ., Por =PE=0m=1) 232 ,
=P(E=1,n=0)= — =PE=1n=1)= .
Pro =P(E=1,n=0) R pii=PE=1n=1) >
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b) & peremeloszlasa:
11 11
= P = 0 =—), = P = 1 = —
Po» =P(E=0)=—, P =PE=1)=—
1N peremeloszlasa:
15 7
= P = 0 =—), = P = 1 = —,
Pxo (n ) 2 P (n ) 29
Tablazatos alakban:
&/m Yo =0 y1 =1 g
X 0 p — l p — i p — E
0 00 b%) 01 2 0= b%)
X 1 p i P11 = i P = 1
1 10 b%) 11 " 1 b%)
! W | ™M

A peremeloszlas tagjai egy-egy sor (oszlop) adatainak 6sszege.

2. példa. (Diszkrét valoszintségi valtozok egytttes eloszlasa.) Egy doboz-
ban 30 darab 40 wattos, 20 darab 60 wattos és 40 darab 100 wattos vil-
lanyégé van. Kivesziink véletlenszerten, visszatevés nélkil, 20 villanyég6t.
: Jelentse a & valészinlségi véltozé a mintaban szerepld 40 wattos, 1 pedig
{2 60 wattos égb6k szamat. (A 100 wattos égékbdl a mintaban ekkor nyil-
| vanvaléan 20— & —n darab van.)

' a) Irjuk fel a kétdimenzios (&, 1) valoszinGségi vektorvaltozé valoszini-
ség-eloszlasat!
i b) Szamitsuk ki § peremeloszlasat!

Megoldas.
a) A (?';, 1’]) valészintség-eloszlasat a klasszikus képlet alapjan szamitjuk ki.

Az Osszes lehetséges elemi esemény szama Coq 29 2(2()}, mivel 90

darab villanyégé kozil 20 darabot ennyiféleképpen valaszthatunk ki. Eny-
nyi az Gsszes esetek szama.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutaté  Vissza 4 79 P



Val6szinliség-szamitas és matematikai statisztika Valészinliség-szamitas

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutato Vissza 4 8 p

A 30 darab 40 wattos ég6 kozil 1 szamat, a 20 darab 60 wattos égé
kozil j szamut, és végul a 40 darab 100 wattos égé kozul 20 —1— j sza-

mut 6sszesen

30) (20 40 L
C30i C20,j - Ca020-i-j =| . |1 i lozizg) 0<i+j<20

féleképpen huzhatunk ki. Ennyi a kedvez6 esetek szama. Ezért

pij =P(E=i,n=j)=
: (3i0].(2j?9,£]20 fio_ j]’
20

0, egyebkeént.

ha 0<i+ j <20,

Ez (é,n) valészintiség-eloszlasa. Az ilyen jellegt eloszlasokat polibipergeo-
metriai elosglasnak szokas nevezni.
b) & peremeloszlasat ugy kapjuk meg, hogy rogzitett i érték mellett a p; ;

valoszinliségeket | szerint Osszegezzik. A 0<i+ j <20 feltétel miatt az

Osszegzés csak 0-tol (20 - i)—ig futhat. A peremeloszlas tagjai igy:

GRS
e
RO

20-i—j 90
20

(i=0,1,2,...,20)
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Az 0sszegzésnél felhasznaltuk, hogy a hipergeometriai eloszlasbol tudjuk,
hogy

Zwlazaz $[s)[m=s)(m)
e S

J
Innen M=60, S=20 és n=20—1 valasztassal kapjuk a
ZOZ—i 20 40 ([ 60
iZol i) \20-i—j) (20-i

Vegytik észre, hogy a peremeloszlasok hipergeometriaiak.

egyenl6séget.

. 3. példa. (Folytonos valészintiségi valtozok egyiittes eloszlasa.)) Legyen a
(2,m) valoszintiségi vektorvéltozé egyenletes eloszlast a (—a,a)x (—b,b)
téglalap alaku tartomanyon.

a) Trjuk fel (ﬁ,n) strliség- és eloszlasfiggvényét!
\ b)) Az eloszlasfiiggvény alapjin szamitsuk ki a

P(£<0,n<0), P(§<O,nzgj, P(Os§<%,osn<g} P(£>0)

1 valoszintségeket!

Megoldas.
a) A straségtigevény:

1
f(xy)=17a 05 MaOoy)e(-aa)x(-b.b)
0, egyébként.
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Az eloszlasfuggvény:

F(x,

min{a,max{ a, X}}mln{b max{ b, y}}

]

—a
3 1
2a-2b

3 1
2a-2b

:2a-2b

vagy mas alakban:

0,

(x+a) (y+b)
2a 2b
y+b

2b
X+ a

2a
1,

F(x,y)=

b

b) A keresett valoszintségek:

min a max
jlds

[ ]mln a, max

. (min{a, max{— a,

Vissza

4 82 )

X Yy

y)= | [f(s,t)dtds

—00 —00

U gtds
2a-2b

J (mm {b, max{- }}J
jldt

[t m1n {b, max{-b, y}}

x}}+a)- (min{b, max{-b, y }}+b),

ha x<-a,vagyy<-b,
, ha—a<x<aés—b<y<hbh,

haa<xés—-b<y<h,

ha—a<x<aésh<y,

haa<xésb<y.

a-b 1
P(E<0,n<0)=P(E<0)-P(n<0)=F(0,0)= =—;
(E<0n<0)=PE<0)-PM<0)=F(0,0)=— =
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Snj=P(—ooS§<0,gSn<+oo)=

2
b
A a2t 13
2a 2a 2b 2 8 8

a b
Pl0<E<—,0<n<—|=
( s 0 2)

_ F(%gj+ F(0,0)— F(O,gj - F(%,Oj -

% a 9+b °ib 21a
-2 2 s+ 292 2 0

2a 2b 2a 2b 2a 2b 2a 2b
9 4 6 6 1

P(£20)=P(0<&<+0,—00<n<+m)=
= F(+oo,+oo)+ F(O,—oo)— F(O,—lroo)— F(+oo,—oo)=
1

—110-2 0=-.
2a 2

A b) eredményhez egyszertibben is eljuthatunk, ha észrevessziik, hogy a
komponensek figgetlen valoszinlségi valtozok.

. 4. példa. (Folytonos valészinfiségi valtozok egyiittes eloszlasa.) Legyen a
folytonos eloszlasa (é,n) valészintiségi vektorvaltozo striségfiggvénye

f(X y): e_x_y, hax>0¢ésy>0,
0, egyébként.
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a) TIrjuk fel & és M perem-siirdségfiiggvényét!
: 2
: b)) Szamitsuk ki a PE<Ln<l)ésa F’(EJ <1l,n> 5) valoszintségeket!

Megoldas. Felhasznalva, hogy

[f(xy)dy=[e™ Vdy=e" Je Y dy=
—0 0 0

a a
=e % lim [e Ydy=e7" lim [—e_y] =
a—oo ) a—oo 0

—e *. lim [_e—a +1]:e_x- lim |:_L+1i|:e_xa (XE(OoOO))o

a—m a—>m| g2
a kérdéses perem-stirtségfiiggvények

—X
e ha x >0,
fi(x)= oy
0, egyébként,

és

f, (Y) _ ey hay>0,
0, egyébként.

b)

11 11
P <lLn<1)=[[e* Ydydx=[]e ™™ e Ydydx =
00 00

1 1 1 1
= J.e_x(je_y dy]dx = [Ie_xdxl .(J'e_y dyJ —
0 0 0 0

1 1
= [— e‘x] -[—e‘y] = (— e + 1)% 0,397
0 0
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3 1 +00 140 B
P(§<1,n2—j:j [ e Ydydx=] [ e *-e Ydydx =
2) 03 03
2 2
1 +00 1 +00
=f{e™*| [ e Ydy dx:[je_xdx]- [ e Ydy |=
0 3 0 3
2 2

1 a
:[—e_x] - lim [—e_y] 3 =(—e"1+1)- lim|-e @+e 2 |=
a—oo E a—>o

3
= (—e‘1 + 1)-e 2 50,14,

A b) eredményhez egyszertbben is eljuthatunk, ha észrevesszik, hogy a
komponensek figgetlen valoszinlségi valtozok.

| 5. példa. (V aloszintségi valtozok Osszegének varhaté értéke.) Egy 1oveg
: addig tiizel egy célpontra, amig harom taldlatot el nem ér. Az egyes taldla-
: tokat fiiggetlencknek tekintjiik. A célba talalas valészintsége minden egyes
' 16vésnél 0,05. Hatarozzuk meg a szikséges 16vedékek szamanak varhato
: értékét!

Megoldas. A &; valoszinGségi valtozo jelslie az (i —1)-edik és az i-edik
talalat kozotti 16szersziikségletet (i = 1,2,3). Ekkor az elhasznalt 16szer
n=¢& +& +<&3.

A varhat6 16szersziikséglet az 77 varhat6 értéke, azaz

M(n)=M(&)+M(E)+M(E3).

Feltehets, hogy az itt szereplé valdszintségi valtozok egyenlé varhatd
értékiek.
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A & valoszinlségi valtozd (i = 1,2,3) lehetséges értékei
x =k, (k=1,2,...).
Mivel minden egyes 16vésnél 0,05 a talalat valdszintsége, és feltehetd,
hogy a taldlatok egymastdl figgetlenek, &; eloszlasa (i =12, 3):
bk =P(& =k)=095%"1.005 (k=1,2,...).

& varhato értéke (i =1,2,3) ezért

0 o0

M (&)= Sk-0,95571.0,05=0,05- Tk-095¢!
k=1 k=1

! L _5 (i=1,2,3).

=0,05- =
(1-0,95)* 0,05

Itt felhasznaltuk, hogy

e e} o0
Zxk ZL,ha |X|<1 és igy ( ZXk] =(Lj ,
-0 1= k=0

k X I-X
azaz
®© 1
k=1 (1-x)
Igy

Mn)=M(&)+M(E)+M(E;)=3-20=60,

tehat a varhato 16szerszitkséglet a 3 talalat eléréséig 60 darab 16szer.

' 6. példa. (Fuggetlen valoszintségi valtozok Osszegének varhato értéke.)
i Mutassuk meg, hogyha a & és 1 valdszinGségi valtozok fiiggetlenek, akkor

D*(&-n)=D*(&)+D*(n).

Megoldas: Felhasznalva, hogy fuggetlen valdszintségi valtozok kovarian-
cidja zérus:
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D2(E-n)=M(E-N-ME-m)?) =M(E-ME) -n+Mn)?) =
=M((E-ME)?)-2M(E-M(E)-(n—M M)+ M((-Mm)?) =
= D%(&)+2cov(&,n) + D*(n)= D?(g)+ D*(n)
7. példa. (Fuggetlen valészintiségi valtozok fuggvényeinek varhatod érté-
ke.) Legyen & és 1 egylttes striségfuggvénye

f(x )_ X+Yy, ha0<x<1,0<y<l,
= 0, egyébként.

| Szamitsuk ki &—1 ésa -1 varhato értékét!
Megoldas.

M(E-n)= T T(x-y)- t(xy)dydx= [[(x-y)- (x+ y)dyx =

00

tH2 2 .2 y31
=H( -y )dydx:{ X“oy—=—| dx=
00 0 3 1,

M(En)= T 10 y)- Foy)dydx=Tf(x-y)-(x+ y)dyek =

—00—0 00
1
11 1 2 3
y y
:jj(xz-y+x~y2)dydx:j x2 24 x-2| dx=
00 0 2 3
0
1
_} ﬁ+£ dx = £+ﬁ —l+l—l
ol 2 6 6 0 6 6 3
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| 8. példa. (A nagy szamok Bernoulli térvénye.) Hanyszor kell egy szaba-
 Iyos érmét feldobnunk ahhoz, hogy a fejek szamanak relativ gyakorisiga
: legalabb 0,9 valészintséggel 0,1-nél kevesebb hibaval térjen el az esemény
| valoszinGiségétol?

Megoldas. Az A esemény jelentse azt, hogy fejet dobtunk. Ennek valo-
1
szinlsége P = P(A) =5 A hibakotlat € =0,1. A nagy szamok torvényét

<8J:1—P( kn

—t-p
n

alkalmazva

k
Pl X —p
( n ne?

28}1_@.

Ezt felhasznalva a dobasok N szamat a

1
1222 59 o hs250
12 10
n.i
10

egyenlStlenség legkisebb megoldasanak valaszthatjuk. Tehat legalabb 250
dobast kell végeznink ahhoz, hogy a fejek szamanak relativ gyakorisiga
legalabb 0,9 valoszintséggel 0,1-nél kevesebb hibaval térjen el az esemény
valoszinliségétol.

9. példa. (A nagy szamok Bernoulli torvénye.) Egy csavargyarté automata
i esetében kivanjuk meghatarozni a selejtgyartas valoszintségét. E célbol
megvizsgalunk 5000 csavart. Osszesen 80 selejtest talalunk kozottik. Ha-
| tarozzuk meg, hogy az ebbdl szamitott relativ gyakorisag az ismeretlen p
valészintiséget 90%-o0s valoszintiségeel mekkora hibaval kozeliti meg!

Megoldas.
. L . kn 80 .
A kisétletek szama itt N = 5000, k,; =80 és — =——=10,016 a relativ
n 5000

gyakorisag. A feladat megoldasahoz a nagy szamok térvényének
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P[ kn <8J=1—P[ kn

—t-p —t-p
n n

ZSJZI— 12
4ne

alakjat alkalmazzuk, mivel a P valészindség nem ismert. A legkisebb €
hibakorlatot igy az

! >09 < g2>

P — >
4-5000- &> 2000

< £20,022

egyenl6tlenségek legkisebb megoldasanak valasztva kapjuk. A nagy sza-
mok térvényét alkalmazva tehat €=0,022 az a legkisebb hibakorlat,

P{ kn <SJ=P(

— P
n
teljestil. Ezért a 0,016 relativ gyakorisag az ismeretlen P valdszintGséget
90%-o0s valészinaséggel 0,022-nél kisebb hibaval kézeliti meg.

amelyre

0,016 - p| < 0,022)> 0,9

2.18. Feltételes eloszlasok

Definicié. Legyen (&, n) egy diszkrét valdszintségi vektorvaltozé és a
lehetséges értékei az (xi,yk) (i,k :1,2,...) szamparok Osszessége. A
{é =X } esemény {1’] = Yk } feltétel melletti valdsgindiségén a

P(E=xi.,n=Yk) _ Pik

P(§:Xi|nZYk): P(nZYk) ::pk

szamot értjik, ha Py > 0.

2.18.1. tétel. A F’(ct5 =Xl n= Yk ) = i (i =1, 2,...) szamok Osszessége
Pk

valoszintség-eloszlast hatiroz meg, amelyet a & valészinlségi valtozd
{n = Yk } feltétel melletti eloszlasanak neveziink.

0 - o0
Bizonyitds. 3 K = 15 p = Pk
i=1 Pxk  Pxk i=1 Pk

=1, ami igazolja az allitast.
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Definicid. Legyen (&, n) egy tetszGleges valoszinlségi vektorvaltozo. A §

valészintségi valtozo { Y1 <n<ys } feltétel melletti eloszldsfiiggvényén az
F(xly1<n<y;)=PE<xly<n<y;) (xeR)

fuggvényt értjik.

2.18.2. tétel. Legyen a (é, ‘r]) valoszinliségi vektorvaltozo eloszlasfiggvé-

nye F és 1 peremeloszlas-fiiggvénye F,. Ekkor a & valdszindségi valtozd

{ y, <n<y, } teltétel melletti eloszlastfiggvénye

F(ya)- Fluy)
YNy

alakba irhatd, ha F2 (y2 ) * F2 (yl ) .

F(x|y1sm<y,)=

Bizonyitas. Az A= {é < X} és By = {n <Y } (i = 1,2) események
bevezetésével az allitas az alabbi egyenléségekbdl kovetkezik:

F(X|y1 <n<yy)=PE<x|y; <n<y,)=P(A|B, —B;)=
_P(A-(B,-By)) _P(A-B,-A-B)_

P(B,-B;)  P(By-B)
_P(A-By)-P(A-B)) _P(g<xn<yy)-P(g<xn<y) _
P(B,)-P(B;) P(n<ys)-P(n<y)

F(X.y2)-F(xy)
Fa(y2)-Falyr)

Definicid. Legyen (&, 1’]) egy tetszbleges valoszinlségi vektorvaltozo. A &
valészintiségl valtozo {1’] =Yy } [feltétel melletti eloszldsfiiggvényét az

bl

F(xly)= lim F(xly<n<y+h)  (xeR)

hatarértékkel értelmezziik, amennyiben ez a hatarérték 1étezik.
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2.18.3. tétel. Legyen (F,, T]) egy tetszOleges folytonos eloszlasu valészind-

ségi  vektorvaltozé, melynek eloszlasfigevénye F, és m  perem-

strliségfuggvénye f,. Ekkor a & valdszinlségi valtozo {1’] = y} feltétel
melletti eloszlasfiiggvénye 1étezik és az

F(xly)= 2T e r)
f2(y)

alakba irhat6, ha f, (y) # 0.

Bizonyitas. A 2.18.2. tétel eredményeit felhasznalva

N—"

F(X\y)=hliinOF(X\ySn<y+h

. F(x,y+h)-F(x,y) . h
= l = 1 =
hos0 Fy(y+h)—F,(y) hes0 Fo(y+h)-Faly)
h
. F(x,y+h)=F(x,y)
_ hlflo h _ 6yF(X,y)
lim 2(y+h)-Fy(y) faly)
h—0 h

mint allitottuk.

Definicié. Legyen (ﬁ, T]) egy folytonos eloszlasu valoszintségi vektorval-
tozd. A & valdszinlségi valtozo {n =y } [feltétel melletti siiriiségfiigovényét az
F( X]| y) feltétel melletti eloszlasfiiggvényének X valtozo szerinti parcialis
derivaltjaként értelmezzik:

f(xly)=0xF(xly)  (xeR).

2.18.4. tétel. Legyen (&, n) egy tetszbleges folytonos eloszlasu valészinG-
ségi vektorvaltozo, amelynek a slrlségfiggvénye f és mn  perem-
strliségfiggvénye f,. Ekkor a & valdszinlségi valtozo {‘r] = y} feltétel
melletti striségfuggvénye létezik és
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f(xy)= &Y g

alakba irhat6, ha fo(y)# 0.
Bizonyitas. A 2.18.3. tétel eredményeit felhasznalva

2ite)

()= eur )= S

= fz(y)éx(ayF(X’ y)):

mint allitottuk.

2.19. A feltételes varhato érték

Definicié. Legyen (&, n) egy diszkrét valdszintségi vektorvaltozé és a

lehetséges értékei az (Xj, Yy ) (i,k =1,2,...) szampérok ésszessége. Ha

o0
Z|Xi | P(& =Xj|n= Yk ) < oo, akkor a & valdszinlségi valtozo {1’] = Yk }
i=1

Jeltétel melletti virhato értékén az

Osszeget értjik. Egyébként azt mondjuk, hogy ez a varhaté érték nem
létezik.

Megjegyezzik, hogy M (§|1’] = yk) nem fugg Yy konkrét értékétol.

Definicié. Legyen (ﬁ,, T]) egy folytonos eloszlasu valosziniségi vektorval-

tozé és legyen &-nek az {1’] = y} feltétel melletti straségtiiggvénye
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f(x|y). Ha j |x| (x|y)dx <oo, akkor a & valészinliségi vltozo

{n = } Jeltétel me//ez‘tz varhatd értékén az

M (g =y):= Jx F(x|y)dx=Jx. ff(ZX(yy))d

- -0

1
fz(y) jx f(x,y)dx

— 00

hatarozott integralt értjik. Egyébként azt mondjuk, hogy ez a varhaté
érték nem létezik.

Amennyiben az M (& = yy ) ill. az M(&|n = y) feltételes varhat6 érté-
ket N-nak a véletlentdl figed Yy ill. y értékeivel képezzik, valoszintségi
valtozot kapunk (melyet roviden M (€| n)-val jelolink). A fent kifejezé-
sekbdl konnyen lathat6, hogy az M (& | ) feltételes varhaté érték valéja-
ban az N valdszintiségi valtozo fliggvénye.

2.19.1. tétel. Egy & valdszinlségi valtozé m-ra vonatkoztatott feltételes

varhat6 értéke, mint az 1 flggvényének varhat6 értéke, megegyezik a §
feltétel nélkuli varhat6 értékével, azaz

M(M(E[n))=M(g).

Bizonyitas.
a) A diszkrét esetben az allitast az

am»:ém(am:yk>-P<n:yk>=

k=1 k =1
:'Z X (Zpikj: Z'Xu p.*—M(i)
i=1 k=1 =i

egyenlGség bizonyitja.
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b) A folytonos esetben pedig az allitast az

+00

M(M(En))= [M(gm=y)- f2(y)dy =
= J_rj: Ej} ff(ZX(,yy)) dx) f5(y)dy = ij:(ij:x f(x, y)dedy =
el ot o o wyox- g

egyenl6ségekbdl kapjuk.

2.19.2. tétel. Ha & és m fluggetlen valdszinlségi valtozok, akkor a feltételes
varhato értékiik megegyezik a feltétel nélkili varhat6 értékiikkel, vagyis

M(&n=y)=M(&)é M(nlg=x)=M(n).

(Szemléletesen: Ha M valtozasa nincs hatassal § eloszlasira, akkor a varha-
t6 értékét sem befolyasolja.)

Bizonyitas. Csak az M (§|n =y ) =M (i ) esetet igazoljuk.
a) A diszkrét esetben az allitast az
o0 .
=YX - Pik
i=1 Pk

=3xS g = M(2)
i=1 Pk i=1

M(En=yx)

egyenléség bizonyitja, ahol felhasznaltuk, hogy fiiggetlen valdszintségi val-
tozok esetén

Pik = Pisx - Pk -

b) A folytonos esetben az allitast az
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M(gn=y)= fz(y)~jfox-f(x,y)dx=
1 400
A _foox fi(x): fz(y)dx=_£ox-f1(x)dx:M(§)

egyenléségekbdl kapjuk, ahol felhasznaltuk, hogy fiiggetlen valdszindségi

f(xy)= (%) f2(y).

2.20. A korrelacioés egyiitthato

valtozok esetén

Az aldbbiakban olyan mérészamot vezetiink be, amely alkalmas lesz arra,
hogy valoszinlségi valtozok kozotti esetleges linearis jellegti kapcsolat
erésségét jol jellemezze.

Mindenekel6tt idézziik fel két valdszintségi valtozé kovarianciaja-
nak fogalmat (2.17. szakasz):

Definicié. A & és M valoszintségi valtozokbol képzett &§—M(E) és
n—-M(n) valészintségi valtozok szorzatinak varhat6 értékét a & és m

valészintségi valtozok kovariancidgjinak nevezzik és

cov(En)=M((E-M(E))-(n—M(n)))

modon jeloljik, ha az itt szerepld varhat6 értékek 1éteznek.

2.20.1. tétel. Ha a & és m valdszinlségi valtozok kovariancidja létezik, ak-
koraza

cov(&,n)z M(i-n)— M(&)' M(Tl)

alakba is irhato.

Bizonyitas. A varhato értékre vonatkozoé tételek felhasznalasaval

cov(&n)=M(E-M(g)-(n-M(n)) =
=M(E-n-M@n)-£-M(E)n+M(E)-M(n)=
M(&-n)-M(n)-M(E)-M(n)-M(E)+M(n)-M(g)=
M(g-n)-M(n)-M(g),

amit igazolni akartunk.
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E tétel segitségével killonosen egyszerten igazolhaté a korabban mar
szerepelt megallapitas:

2.20.2. tétel. Ha a fiiggetlen & és m valoszinlségi valtozok kovarianciaja
létezik, akkor sziikségképp zérus: COV( F,,T]) =0.
Bizonyitas. Az el6z6 tétel szerint

cov(&,n)=M(&-n)-M(n)-M(&).
Ha a § és n fuggetlenek, akkor viszont

M(&-n)=M(n) -M(&),
cov(&,n)=M(n)-M(&)-M(n)-M(g)=0,

amit igazolni akartunk.

és igy

2.20.3. tétel. Ha a & és m valdszinlségi valtozok kovariancidja 1étezik és
kozottik linearis kapesolat 4ll fenn, azaz n=a-&+Db, ahol @ # 0, akkor

| cov(&,m)[=D(&)- D(n).
Bizonyitas.

|cov<:n)|=|M £m)-M(E)-Mn) =
=M(&-(a-&+b))-M(&)-M(a-&+b)

=‘M(a-§ +bg) M) M §+b)(
“fa-m(£)+b M) -a-m(e)} ME-b-ME) -
=‘a-M(§2)—a-M2(§)1=|a|-Dz(g)—
£)-[al- D(€)=D(g)- D(n)

ahol felhasznaltuk azt, hogy D(n) = |a| . D(g)

A tétel meg is fordithatd, s6t a kovariancia abszolut értékére éles becslés is
adhato:
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2.20.4. tétel. Ha a & és m valoszinlségi valtozok kovariancidja 1étezik,
akkor mindig érvényes az alabbi becslés:

lcov(&,7) < D(£)- D(n),

A becslésben az egyenl6ség pontosan akkor teljestl, ha & és n kozott line-
aris kapcsolat 4ll fenn, azaz n=a-§+b vagy £ =a-n+b alaku

Definicié. A § és 17 valoszinlségi valtozok korrelicids egyiitthatdjan az
R(&7)= cov(&,) _ M(&-n)-M(£)-M(n)
D(£)- D7) D(¢)-D(r)

hanyadost értjilk, ha az itt szerepl6 varhaté értékek és szorasok léteznek,
és a szorasok egyike sem 0.

D(&) (ll. D(n)) csak ugy lehet 0, hogy & (ill. n) 1 valészindséggel kons-
tans. Ekkor pedig COV( a,n) =0, ezért ekkor a korrelacios egyttthatét 0-

nak definialhatjuk.

Két valoszintségi valtozé kovarianciajanak tulajdonsagai alapjan a korrela-
cios egyltthatordl a kovetkezéket mondhatjuk:

2.20.5. tétel. Ha a § és m valdszinlségi valtozok korrelacids egyttthatdja
létezik, akkor

1. A korrelacios egyiitthato értéke mindig —1 és 1 k6zé esik, azaz
~1<R(gm)<1.
2. Ha & és n fuggetlenck, akkor a korrelaciés egyutthaté értéke 0, azaz

R(&m)=0.

3. A korrelaciés egyiitthato abszolut értéke akkor és csak akkor 1, ha a
két valoszintségi valtozo kozott linearis kapesolat all fenn, azaz

n=a-§&+b vagy E=a-n+b (ahol a=0).
Ez esetben R(&,n)zl,ha a>0,és R(é,n):—l,ha a<o.
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Ha R( &,,n) =0, akkor azt mondjuk, hogy a & és n valdsziniségi valtozok
korreldlatlanok. Mint a fenti tétel mutatja, a korrelalatlansag valamivel gyen-
gébb a flggetlenségnél: megmutathat6 azonban, hogy bizonyos esetekben,
igy pl. ha (&, 1) kétdimenziés normalis eloszlasu, akkor a korreldlatlansag-
bol mar kévetkezik a fliggetlenség is.

A korrelacios egyttthatd négyzetét meghatdarozottsagi egyiitthatonak is szo-
kas nevezni.

2.21. A regresszio

Definicio. Az r(y) =M (§|n = y) fuggvényt a & valészindségi valtozoé n-
ra vonatkozo regresszids fiiggvényének nevezzik (ha az {n = y} feltétel mel-
letti varhato értékékek 1éteznek).

2.21.1. tétel. Legyen (&,1’] ) tetsz6leges valdszinlségi vektorvaltozod és
tegytk fel, hogy az ehhez tartozé r(y) regresszios fuggvény létezik. Ekkor
barmilyen u(y) egyvaltozos fliggvény esetében

M (& - u(m)? )= m (- r(n)?).

feltéve, hogy az itt szerepl6 varhat6 értékek léteznek.

Bizonyitas. A tételt csak a folytonos esetben igazoljuk. Induljunk ki a bal
oldal varhat6 értékébdl és alakitsuk at az alabbiak szerint:

M (& u(m)? )= M (& - r(n) + r(n) - u(m)? )=
M- r@)? )+ 2- M- rn) - ((n)-u(n) =
M () u()?)
A jobb oldal masodik tagjat az
f(xy)=f(x]y) faly)

azonossag alkalmazasaval és az integralas sorrendjének felcserélésével
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M((E-r(n)-(r(n)-u(n))=

= T fle-m(n = ) M (el = y) -l ey
=E§M(am= y)-u(y))- fz(y)-tix—M(émz y))- f(x|y)dedy
alakba frhatjuk. A belsé integral és fgy a masodik tag 0, ugyanis
fE()X—'V'(&In =y))- f(x|y)dx =
:iI:X' f(x|y)dx—M(gn= y)if:f(xly)dx:
=M(gln=y)-M(gn= y)ifz ff(zxiy%)dx _

“M(gln=y)-M(gn= y)%(y)- f(y)=
=M(gn=y)-M(gn=y)=0.

Mivel (r(n)—u(n))2 >0 ezért a varhaté értéke biztosan nem negativ,

azaz M ((I’(n)— U(n))2)2 0, és gy a jobb oldal harmadik tagja sem az. A
masodik és a harmadik tag elhagyasaval tehat nem negativ értékeket ha-
gyunk el, és ez igazolja a tételben szerepl6 egyenl6tlenséget.

Az imént bizonyitott tétel szerint nem fliggetlen & és M valdszindségi valto-
zOk esetén, ha az egyikre vonatkozé kisérleti eredményekbdl a masikra aka-
runk kovetkeztetni, a legjobb kozelitést — a tételben szerepld legkisebb négy-
zetek elve alapjan — a regresszios fliggvény segitségével nyerhetjik. Fiiggetlen
valészintségi valtozok esetén a bizonyitott M (§|n = y) =M (&) azONOoSSag
miatt a regresszios fiiggvény konstans, és ez azt mutatja, hogy ez esetben az
egyik valtozéra kapott adatokbdl a masikra kvetkeztetni nem lehet.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutaté  Vissza 4 99 P



Val6szinliség-szamitas és matematikai statisztika Valészinliség-szamitas

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutato Vissza < 100 p

A tétel a Steiner-egyeniotlenség (lasd 2.9.8. tétel) segitségével egyszeribben
is bizonyithato:

+00 +00

M(E-um)®)= [ [ (x—u(y)?* f(x,y)dxdy =

+00+00 5
= [ | (x=u(y)” f(x]y)f,(y)dxdy =
+0 +00 )
= [ fo(y) [ (x=u(y)” f(x]y)dx |dy

és a belsé integral a Steiner-tétel értelmében akkor minimalis, ha

u(y)=M(@E[n=y).

2.22. A masodfaju regresszio

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy a & és az M valészinlségi valtozok reg-
resszids fuggvénye egy minimumfeladat megoldasa, aminek meghatarozasa
altalaban nem konnyd. Ezért természetes az a torekvés, hogy egyszeribb
tugovénytipust keressiink, és azon belil azt a fiigevényt, amelynek hasonld
minimum tulajdonsga van, mint a regresszios figgvénynek. Igy jutunk el a
regresszios egyenes, regresszios parabola, stb. fogalméhoz. Az ilyen médon
készitett ftuggvényeket mdsodfajii regresszids fiiggvényeknek nevezzik.

Itt részletesebben csak a regresszids egyenessel foglalkozunk. Az is-
mertetett eljaras természetesen masfajta fiiggvények meghatirozasara is
alkalmazhato.

Feladatunk a kévetkez6: Keressiik azt az

Xx=a-y+b

egyenest, amelyre az

S(a.b)=M(&-(a-n+b)?)

figgvény minimalis lesz.
A feladatot a kétdimenziés fuggvényekre vonatkozo széls6érték szami-
tasi moédszerekkel oldjuk meg. Ehhez végezzik el az
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S(a,b):M((ﬁ—a-n—b)z)
= |\/|(a2 —2a-£-m-2b-£+a’-n? +2ab-n+b2)
= M(gz)—za-M(g-n)—zb-M(g)Jraz-M(n2)+2ab-|v|(n)+b2

atalakitast.
Irjuk fel S(a,b)-nck az & és a b szerinti parcialis derivaltjait, és allapit-

suk meg, hogy mely értékekre lesznek ezek zérusok:

95,5(a,b)=-2M(&-n)+2a-M (n2)+ 2b-M(n)=0,
opS(a,b)=-2-M(&)+2a-M(n)+2b=0.

Ebbdl atrendezéssel adodnak az agynevezett normdlegyenletek:

a-Mn2J+b-Mn)=M(E ). a-M(n)+b=M(z)

Ezek minden nehézség nélkil megoldhatok és a megoldas

a:mg,n)-%, sz(&)—R(&,n)-%-M(n)

alakba frhat6. Igy a keresett egyenes egyenlete
X=a-y+b

_ R(&,n)-%-y+[M(§)—R(§,n)-%-M(n)}

amit &-nek az N-ra vonatkoztatott regresszids egyenesének nevezink. Hogy ez
a fuggvény valoban a kivant minimum tulajdonsaggal rendelkezik, az a

( 025(a,b) abéas(a,b)J

opdaS(a,b)  pS(a,b)
Hesse-matrix pozitiv definitségébdl kovetkezik, amit a

8§S(a,b): 2>0

03S(a,b)-035(a,b) - (0p04S(a,b))* =4-D?(n)> 0

egyenl6tlenségek igazolnak.
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Az n-nak a &-re vonatkoztatott regresszids egyenese ezzel analég mo-
don hatarozhat6 meg és alakja a kévetkez6:

y=a-x+b

- R(im)-%- X+[M(n)— R(%m)-BLn)- M(é)}

1. példa. (Feltételes eloszlasok.) Egy el6adas latogatéinak a szama 0-tél
\ N-ig akarhany személy lehet. Tegyiik fel, hogy ezek kozil minden szdm
| egyenlS valoszintséggel fordul el6. El6z6 tapasztalatokbdl tudjuk, hogy a
1 latogatok 80%-a nd. Allapl’tsuk meg, mekkora lesz egy adott el6adason a
\ megjelent nék szamanak varhat6 értéke!

Megoldas. Jelentse 1 a megjelent latogatdk szamat, & pedig az eladason
megjelent nék szamat. Az M (5 )—t kell meghataroznunk. Ezt most az

M(g)=M(M(g[n))

képlet felhasznalasaval fogjuk elvégezni.
Az {T] = n} feltétel mellett & binomialis eloszlasuy, igy

M(Em=n)=n-p=n-0.8.
Ezt felhasznalva a keresett varhatod érték

M(2)= M (M Elm)= EM(zin=n)-Plr=n)

=E‘,O(n-0,8)( : j:No’fl.(N+1)'2(N+2)=0,4~(N+2).

2. példa. (Feltételes eloszlisok.) Szamitsuk ki &-nek az {n = y} feltételre

1 vonatkozd feltételes varhato értékét, ha a & és m egyiittes striségfliggvénye

4 —X=2Yy
F(x, y)= g(x+3y)-e , hax>0,y>0,

0, egyébként.
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Megoldas. 1 perem-striségfiggvénye:

T 4 -X=2y
_ 3y). d , h 0’
fz(y): If(X,y)dX: g)s(x-i_ y)e X ay>
- 0, egyebként.

_ %@+3y)éﬁy,lm y >0,
0, egyébként.

E-nek az {T] = y} feltételre vonatkozo feltételes strtségfiggvénye:

X+3 _
f(ﬂy):f(ny): 1:33-e X ha x>0, y>0,
f2(y) 0, egyébként.

igy a keresett varhato érték:

3 _w' :w [ x+3y  —x
M(eln =)= - y)ae= T [—1+3y ¢ jdx

243y
1+3y

, hay>0.

' 3. példa. (Korrelacios egytitthatd.) Egy tizem A és B jelti termékeket gyart.
i BEzeket L, II. és III. osztalya mindsitéssel lattak el. Egy alkalommal a kész-
. aruraktirban e termékek a kdvetkezé megoszlasban szerepeltek:

l.o. | Il.o.| ll.o.
A {500 | 200 | 100
B | 650|300 | 50

E halmazbdl egy terméket vesziink ki véletlenszertien. & =0 jelentse azt,
i hogy A jeld, =1 pedig, hogy B jelti a termék. n=1, n =2, illetve n=3
jelentse azt, hogy a kivett termék L., II., illetve I1I. osztalyq.

i a) Készitstk el az eloszlas tablazatat!
i b) Szamitsuk ki § és ) korrelaciés egyiitthatojatl
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a) Az eloszlas tablazatat egyszerd szamolassal kapjuk, és a peremeloszlaso-

kat is felirtuk:

E\n yp =1 y2=2 y3 =3 &
X —() p ﬂ p & p —i p —8_0
! T80 | "™ "180 | " " 180 | " T 180
X —1 p ﬁ p & p 5 p —@
2 217780 | " T80 | " T180 | " 180
E p —ﬂ p —i 1
TP T e0 | ™2 Tis0 | TP T IR0
b) A korrelacids egytitthatéd kiszamitasahoz sziikséges adatok:
7
M(&-n)= Z Z(Xu Yk ) Pik ==
i=1k=1 9
2
M(&)= XX pix ==,
i=1
3
M(T]): 2 Yk Psk =—»
k=1
2 2\/5
D(a>=\/2xi2-pi*—M2(&> =
i=1
D =| 3 2 pu ~M2my =1 |
n Z k * Pk n 9\ 2"
A korrelacios egyiitthato ezek utan:
R(E,n)= M(E-n)-M(E)-Mmn) |2
&n = :
D(&)- D(n) 335
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1 4. példa. (Korrelaciés egyutthatd.) Az alabbi tablazat a & és n valészind-
1 ségi valtozok egylittes valoszinliség-eloszlasat és peremeloszlasat tartal-

mazza. Mutassuk meg, hogy & és 1 nem figgetlenek, bar korrelalatlanok!

E\n | y1=-1] y,=0 £
1 1
1 P11 P12 3 P« 3
1 1
2 P21 3 P22 P2 3
X3=2| P31 = p 1 p 1
3 31 3273 3% =3

Pa =2 | P == | 1

n *] 3 Y 3

Megoldas.
€ és M nem fuggetlenek, ugyanis péld4ul

PE=0mn=-1)=p;; =0=

= Ppa - Ps1 = P(E=0)-P(n=—1)

W | —

1
3
A korrelacios egyiitthato kiszamitasahoz szitkséges adatok:

3 2

1
9877222)( Yk pik:_g’

i=1 k=1
1
:zxi P =1 M(U):Zyk "0y :_ga
i=1 k=1

A kovariancia ezek utan:
COV(&MFM(i'ﬂ)—M(&)'M(n)z—l—l-[—lj=0,

tehit § és m valoban korrelalatlanok.
Megmutathaté azonban, hogy 17 =& =2 &.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutaté Vissza

4 105 p



Val6szinliség-szamitas és matematikai statisztika Valészinliség-szamitas

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutato Vissza < 106 p

1 5. példa. (Regresszids fliggvény és egyenes.) Az alabbi tiblizat a & és m
1 valoszintségi valtozok egyiittes valoszintség-eloszlasat és peremeloszlasat
| tartalmazza.

E\n y1 =0 yo =1 €
X1 =0 p —i p —i p —3
1 11 12 12 12 1 12
Xr =1 p —i p —i p —i
g 27| "2 ™ h
X2 =2 p —3 p —i p —i
. D h Pl Ee D
p —i p —ﬁ 1
i BTG

' 4) Hatarozzuk meg &-nek az M-ra, illetve N-nak a &-re vonatkozo regresz-
: sz10s fliggvényét!

: b)) Szamitsuk ki &-nek az 1-ra, illetve N-nak a &-re vonatkoztatott regresz-
: szibs egyenesétl

Megoldas.
a) A tablazatbodl § feltételes eloszlasaira a kovetkezd értékeket kapjuk:
P _ 1 Pp _ 1
Px1 4 Ps2 8
P21 _ 1 Py 3
Pe=1n=0)=""1=—, PE=ln=1)="22=",
Psp 4 Ps2 8
P31 P31
E=2n=0 =—, P(E=2n=1 =,
Ple=2m=0)= 2L, ple=2in-)- B2
A feltételes varhato értékek:
3 Pi 5 3 p 11
MEm=0)= X x---=", M(En=1)=Xx —>=".
i—1 P« 4 i=1 P« 8

E-nek az M-ra vonatkozé regresszids fuggvénye igy az alabbi tablazat alak-
ban adott fiiggvény:
‘ 1_
8

Yk
r(yg)=M(&n=yk ‘

.lslmo
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A tablazatbdl 1 feltételes eloszlasaira a kévetkez6 értékeket kapjuk:

Py _ 1 P2 _ 1
(n=0g=0)=2=L. p(y-e=0)=B2 -1
P21 _ 1 P 3
n=0[g=1 =—, =1 = -,
P( )= oy, = 4 P(n 1)= .
P31 1 P32 _ 2
Pln=01g=2)=PL_1 p-1g=2)-2_2
( ) o 3 ( ) o 3
A feltételes varhato értékek:

2 Pik _ 1

Mg =0)= 3 yy -2k =,

( ) k=1 P 2

2 o Pk _3

( ) k=1 P2s 4

2

M(n|§:2):ZYk'i:_-

k=1 P3s 3

n-nak a &-re vonatkozo regresszids fuggvénye igy az alabbi tdblazat alak-
ban adott fiiggvény:

Xi 0|12
1132
b)=Mg=x) | 3| 3|3
b) A tablazat alapjan:
11 4 14 5
MEm)=11ME)= 1 mE)=1 pe)= T,
~2 Mn2)=2 D)= Y2

€ és n korrelacios egyltthatoja ezért

M(g-n)-M(§)-
D(¢)- D(n) 410

R(EM)=
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E-nek n-ra vonatkoztatott regresszios egyenese igy

x=a-y+b
R v+ M- Rk DS M)+ 1,
N-nak &-re vonatkoztatott regresszios egyenese pedig
y=c-x+d
_ R(g,n).%. x+[M (m)- R(im)-%- M (g)] :2%“%

2.23. Folytonos valésziniiségi valtozok egyszeriibb
figgvényeinek eloszlasa

2.23.1. tétel. (Folytonos valoszintségi valtozok egyszeribb figgvényeinek
eloszlasa.) &) ésa &y legyenek fuggetlen folytonos eloszlsu valoszintségi

valtozok. A stirlségfiiggvényeiket jeléljiik fj-vel (i =1, 2). Ekkor
1. az N =& + &, valdszinlségi valtozo strlségfiigevénye

0

g(x)= [ fi(x=t)- fr(t)dt,

—o0
2. az n=§) — &, valdszinlségi valtozé strlségfiiggvénye

o0

g(x)= [ fi(x+1)- f(t)dt,

—0o0
3. az n=¢&; - &y valdszinlségi viltozo strlségfigevénye
<1 X
o= 1 16 ¥] 10t
ot

4. azm= i—l valészintiségl valtozo striiségfiggvénye pedig
2

0= TJt|- (1) foe)et.

—0o0
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A kovetkezé szakaszban ismertetésre kertil6 eloszlasok strtségfiggvényei
ennek a tételnek a valoszinliségi valtozo transzformaltjara vonatkozo ko-
rabbi tétellel val6 egytittes alkalmazasaval vezethetSk le.

2.24. Nevezetes tobbvaltozos eloszlasok

Ebben a fejezetben a matematikai statisztikaban leggyakrabban hasznalt
tobbvaltozos eloszlasokat ismertetjiik. Az eloszlasok straségfiigovényei-
nek ismertetésénél szitkségiink van az Euler-féle gamma fiiggvényre,
amelynek definiciéja és fontosabb tulajdonsagai a kovetkez6k:

Definici6. Az Euler-féle gamma-fiiggvényt a

I(x)= Ofe‘t Tt (xe(0,0)
0

képlettel definialjuk.

A gamma-fuggvény f6bb tulajdonsagai:

a)l(x+1)=x-T(x) (xe(0,))
b)I(n+1)=n! (neN)

1
or(3) -V
2
Definici6. Ha &1, &,,...,&,, fiiggetlen N(0,1) standard normalis eloszla-
su valdszintségi valtozok, akkor a
2 2 2 2
x° =& +&3 +... + &,
valészintségi valtozo eloszlasat N-szabadsdgfoksi X2 -eloszldsinak (olv.: khi-

négyzet eloszlasunak) nevezzik.

2.24.1. tétel. Az N-szabadsagfoka X2 -eloszlas strtségfuggvénye, varhato

értéke és a szorasa:
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n_, _x
2 .p 2
() X - € , ha x>0
fZX: - 5
L2 fn
2 2
0, ha x<0

Definicié. Ha &;,&5,...,&, és n fuggetlen N (0,1) standard normalis
eloszlasa valoszintségi valtozok, akkor a
b= 2 Zn 2
\/él +&2 +...+én

n

valészintségl valtozo elosglisdt n-sgabadsdagfokii t-eloszldsinak (Student-eloszli-
siinak) nevezzik.

Misképp megfogalmazva, ha & n-szabadsagfoka Xz—eloszlésﬁ, N pedig

N (O,l) standard normalis eloszlasu figgetlen valoszintségi valtozok, akkor

t::l.

e

N #-szabadsagfokd Student-eloszlasu valoszintiségi valtozo.

2.24.2. tétel. Az N-szabadsagfoku t-eloszlas strlségfiggvénye, a varhato
értéke és a szorasa:

I 0

~ r(n el

) (2.
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nem létezik, han=1,
M(t)=
0, han>2,

nem létezik, han=1,2,

—_—, han=>3.

Definicié. Ha &;,&,,...,&m és Ny, Mo,....Nn flggetlen, N(O,l) stan-

dard normalis eloszlasu val6sziniségi valtozok, akkor az

2, g2 2 /2. 2 2
F_Gi*8& +--.+E,.m/m M3+ Mp
m n

valészintségi valtozo eloszlasat (m,n)-szabadxégﬁhézi F-eloszlasiinak nevez-
zuk.

Masképp megfogalmazva, ha & és m fuggetlen, #- ill. #-szabadsagfoka Xz -
n
eloszlasu valészintségi valtozok, akkor F :=§-— (m,n)-szabadsagfoka

F-eloszlasu valoszintiségi valtozo.

2.24.3. tétel. Az (m,n)—szabadségfokfl F-closzlas struségfiigevénye, a
varhato értéke és a szérasa:

m 1ﬂ(m+nJ g_l
[mjz : ' : m+n ’ ha x>0,
e Y
+—-X
0, ha x<0,
nem létezik, han=1,2,
M(F)=1 n
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nem létezik, han=1234
D(F)={ [ 2:n?-(m+n-2)
m-(n-2)?-(n—4)

, han>5.

A varhat6 értékek killonbségére vonatkozo statisztikai probaknal alapvetd
fontossagu a normalis eloszlasu valoszindségi valtozokra vonatkozo alabbi
tétel.

2.24.4. tétel. Ha E.>l’ &2, ...,E)m N(ml,Gl), N1>MN25---5Mn pedlg
N (m2 ,02 ) normalis eloszlasu fliggetlen val6szintségi valtozok, akkor

al +a2 +...+am
m

9 . . .
N {ml ,—IJ normalis eloszlasy,

Jn

E1+Er+...4Em M +Ny+... My

m n
. of , o3 e e
pedig N| My =My, [—+—= | normalis eloszlasu valészintségi valtozo.
m n

2.25. A centralis (k6zponti) hatareloszlas tétel

A normalis eloszlas a gyakorlat egyik legfontosabb eloszlasa. Ezt az allitast
tamasztja ala a kovetkezd, an. centralis hatdreloszlas tétel.

2.25.1. tétel. (Centralis hatireloszls tétel) Ha &) &,...,&p,... azonos

eloszlasa és véges szorasu flggetlen valdszinlségl valtozok egy sorozata,
M(&j)=m, D(&;j)=c (i=1,2,...), akkor a 0 varhat6 értéki és 1 sz6rasd

_ &1 +&+..4Ep—n-m

Mn \/ﬁ-c (n

valészintségl valtozok sorozata asgimptotifusan standard normadlis eloszldsi,
azaz tetszGleges X € (—00,4+00) szam esetén
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lim P(n, <x)=®(x),

nN—0

ahol @(X) a standard normalis eloszlas eloszlasfiggvényét jeloli.

1. példa. (Folytonos valdszindségi. valtozok egyszeribb fuggvényeinek
: closzlasa) & ésa &y legyenek fliggetlen N(O,l) standard normalis elosz-
| last valoszindségi valtozok. Hatirozzuk meg az n = &) + &, valdszindségi

1 valtozo striségfiigevényét!

Megoldas. Az n =& + &, valdszinlségi valtozo striségfiigevényét a

o0
g(x)= [ fi(x=1)- fa(t)ot
—o0
képlet alkalmazasaval hatirozhatjuk meg. Mivel &; és &, siriségfliggvé-
nyel egyarant
«2
fig=—r=e 2 (=12)

V2n

azért -t az alabbi alakba irhatjuk:

(x-t) t2 (x—t )+

© 1 - | . 1 ¢ 1 -
gx)= | —e 2 . e 2dt= —€ 2 dt=
( ) _{)o V27 V27 27 _£o 21
) _x2+2-t2—2-x-t { { _Xz_(t_sz
= dt =
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2 2
© 1 - 1
J' —-\ R
2T V2
2 x?

S T%e—i dszﬁe‘z.w

1 p—
= e

A x
N | »

ds =

|
s
|

X
ahol helyettesitéses integralast alkalmaztunk (S := V2 (t - E) helyettesi-

téssel), és felhasznaltuk, hogy

S2

0 1 - 0
[ ——e 2 ds= [ f(s)ds=1limF =1.
e 2 = 1

—o0 T 0 + 00

A kapott alakbdl az kévetkezik, hogy N egy N(O,\/E ) normalis eloszlasa

valoszinlségl valtozo lesz.
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3. Matematikai statisztika

A statisztika targya: Véletlen tomegjelenségek, az tgynevezett alapso-
kasagok viselkedésének lefrasa, esetenként dontési eljarasok adasa véges
sok kisérlet eredményének felhasznalasaval.

3.1. Statisztikai minta, statisztikai fiiggvények

A statisztikaban nagyszamu (gyakorlatilag végtelen sok) egyedbdl all6 alap-
sokasag viselkedésére annak viszonylag kevés egyedének vizsgalata alapjan
kivanunk kévetkeztetni. Ez a kevés egyed alkotja a mintat.

A matematikai statisztikaban a valdszintiség-szamitas eszkozeit al-
kalmazzuk. Az alapsokasagot egy valoszintiségi valtozoval azonositjuk és
az alapsokasag viselkedése helyett e valdszinlségi valtoz6 eloszlasarol
beszélink.

Definicié. Statisztikai mintan N szamu figgetlen &;,&,,...,&,, a meg-

figyelt & valészinlségi valtozéval megegyezé eloszlasu, valoszintliségi
(mintavételi) valtozé Osszességét értjuk.

Definicié. A  &;,&5,...,&, mintavételi valtozok  tetszleges

an: IR "SR figevényét statisztikai figgvénynek, vagy roviden sta-

tisztikanak nevezzuk.
A statisztikak maguk is valoszintségi valtozok.
Az alabbiakban a legfontosabb statisztikai fliggvényeket soroljuk fel.

Definicié. A mintaelemek szamtani kozépértékét mintaatlagnak, vagy
empirikus k6zépnek nevezzik és My, -pal jeloljuk, azaz

iy = (&)= M (61,82, B )=
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Definicié. A mintaclemek kozepiktdl valé eltérésnégyzeteinek atlagat a
minta szorasnégyzetének, vagy empirikus szorasnégyzetének nevez-

zik és 6% -tel jeloljuk, azaz

6% = 53()= 63 (61,80, n) =

A korrigalt tapasztalati szorasnégyzetet az

formulaval definialjuk.

Koénnyen igazolhatd, hogy az empirikus szérasnégyzet a
2 1 2 1 N 2 1 Do o
Op=—-X& —| — X&j | =—- 2& —My

ckvivalens alakban irhat6. Ez a Steiner-tétel (2.9.8. tétel) kovetkezménye,
C =0 valasztassal.

Definicio. A &,&,,...,&, mintavételi valtozék nagysag szerint né-

vekvBen rendezett értékei koziil az i-ediket &; -vel (i = 1,...,n) jeléljiik.

Definicié. A minta legkisebb és legnagyobb elemének szamtani kozepét,

El +En

azaz B -t a minta kézéppontjanak nevezzik.

Definicié. A minta legnagyobb és legkisebb elemének kilonbségét, azaz

* * . . y 0
En — &1 -t a minta terjedelmének nevezzik.
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Definici6é. A minta (empirikus) medianja

% %
+
E:rkn,ha n:2m—l,ésM,ha n=2m,

azaz paratlan elemszam esetén a kozépsé érték, paros elemszam esetén
pedig a két k6zépsé érték atlaga.

Definicié. A &,&5,...,&, minta empirikus eloszlasfiggvénye:

ha x < &7,

, hagp <x<&, (k=12,...,n-1),

0,
k
Fn (X) = H

1, hax>&n,

* . o 2 , . P ERTRS S °
ahol &; a minta n6vekvé nagysdg szerint rendezett elemei kozil az I-edik.

Megjegyzések.

1. Az empirikus eloszlasfiiggvény egy lépcsésfuggvény, minden &j helyen

1

— nagysagu ugrassal.
n
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2. Az F, empitikus eloszlasfuggvény minden egyes X helyen maga is valo-
szintségi valtozo, az értéke pedig a {EJ < X} esemény mintabeli relativ gya-

korisaga, azaz

A nagy szamok Bernoulli-torvénye szerint elég nagy N elemszamd minta
esetén az esemény relatfv gyakorisaga az esemény valoszindséget tetszéle-
ges €>0 esetén

P(| Fa(x)-PE < x)[<e)=
=1-P(|Fa(x)- P < x)| > 8)> 1~

4ne
valoszindséggel kozeliti meg. Mivel F(X) = P(§ < X), ezért
lim P(| Fy(x)- F(x)| <&)=1,

N—>c0
azaz tetszOleges € >0 hibakorlat esetén, az empirikus eloszlasfiggvények
X helyhez tartoz6 értékeinek F (X) (n =12,.. ) sorozatanak hatarértéke a
vizsgalt & valoszinlségi valtoz6 elméleti eloszlasfiggvényének X helyen
felvett értékét 1 valoszindséggel €-nal kisebb hibaval kozeliti meg. De en-
nél Iényegesen tobb is igaz, mint azt az alabbi tétel mutatja.

3.1.1. tétel. (Glivenko és Cantelli tétele) Az F, empirikus eloszlasfigg-

vény az egész szamegyenesen 1 valoszinliséggel, egyenletesen konvergal az
F elméleti eloszlasfiiggvényhez, azaz

P 1im[ sup |Fn(x)—F(x)|]:0 =1.

N—00\ _sp<x<o0

Glivenko és Cantelli tétele teszi jogossa a mintavételen alapuld statisztikai
kovetkeztetéseket. Példaul azt, hogy a minta varhat6 értékét és szoérasat az
elméleti varhat6 érték és szoras kozelits értékének, statisztikai becslésének
tekintsuk.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutaté  Vissza 4 118 P



Val6szinliség-szamitas és matematikai statisztika Matematikai statisztika

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutato Vissza <4 19 p

Definici6. Legyen &;,&,,...,& egy adott N elem( minta, az &, b sza-

mokra pedig teljesiiljon az a < gl és a &; <b feltétel. Osszuk fel az

[a,b] intervallumot M részintervallumra (osztalyra) az
a=Xp <X <...<Xm_1 <Xm =b

osztopontok segitségével. Az egyes [Xi—la Xi) részintervallumba esé min-
taclemek szamat jeloljiik K; -vel (i =12,..., m).
A gyakorisagi hisztogramot tugy kapjuk, hogy az [Xi—l » Xj ) interval-
lumra
Ki
Xi = X1

magassagu téglalapot rajzolunk (i =12,..., m).
(Ekkor a téglalapok altal lefedett terilet:

m K m

— (% —Xj_1)= ki =n.)
i=1Xj = Xj—1 b i
K
S
— y
a Xi—l XI b

A stirtiséghisztogramot tugy kapjuk, hogy az [Xi—l » Xj ) intervallumra
ki
n-(xi = Xi-1)

magassagu téglalapot rajzolunk (i =12,..., m).

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutaté  Vissza 4 119 p



Val6szinliség-szamitas és matematikai statisztika Matematikai statisztika

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutato Vissza <4 120 p

(Ekkor a téglalapok altal lefedett tertlet:

m K 1 m
—_— (X =X )=— X k; =1.
i=1n'(Xi—Xi—1) ( e 1) ni:l' )

f(x) K,
n(Xi - Xl—l)
| I s S
a Xiop X b

Szokas a strGséghisztogramot az empirikus stirtiségfiiggvény grafikon-
janak is nevezni és f,, -nel jelolni.

Az [Xi—la Xi) intervallumon

fr(x)= ki _ Folxi)=Fa(xi1) (Xi_] $X<Xj,i=1,...,m)

n- (Xi - Xi—1) Xj = Xj_1

ahol Fp (Xi )— Fn (Xi—l) az Fp empirikus eloszlasfiiggvény névekménye
az [Xi—17 Xi) intervallumon. A két figgvény kozti kapcsolat analég az el-
méleti slrliségfiigevényre ismert f =F' relicioval, csak itt a derivalt he-
lyett a differenciahanyadost kell venni.

A fenti médon M osztalyba gyljtott minta esetén a mintaatlagot

a minta szoérasnégyzetét pedig
2 2
A 1 DX+ X 1 X+ X
2a—. 3| AL e | =y AT AT
n =1 2 i

modon becstljuk.
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1 példa. A Tisza arhullamaira vonatkozolag Tokajnal az 1903—1971 id6-
szakban a tet6zési értékek az alabbi gyakorisaggal estek a feltlintetett inter-
: vallumokba (mindegyik év elsé félévében bekdvetkezett arvizeket vizsgalva).

600-650 mm 37 arhullam
650-700 mm 24 arhullim
700-750 mm 15 arhullam
750-800 mm 14 4rhullim
800-850 mm 4 arhullam
850-900 mm 3 arhullim

Osszesen: 97 arhullam

» Készitsiik el a tetézési értékek gyakorisagi hisztogramjat, a tapasztalati
i eloszlastiiggvényét, valamint a mintaatlag és minta szérasnégyzetének
! becslését!

Megoldas. Minthogy egyenletes felosztast hasznalunk, az egyes részinter-
vallumok hossza Aj = Xj —Xj_; =5cm. A gyakorisagi hisztogram alatti

terilet most
m ok

—— . (Xj = Xj_)= (74 +48+30+28+8+6)=97,
i=1Xj = Xj—1

azaz a mintaelemek szamaval egyenld.

37

24
15

14

4 3
I —
600 650 700 750 800 850 900 mm

A gyakorisagi hisztogram

Ha a gyakorisagi hisztogramban minden ordinatat 97-tel osztjuk, akkor a
striség hisztogramot kapjuk.
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Osztalyokban adott gyakorisagok esetén a tapasztalati eloszlasfligg-
vénynél az ugrasokat az osztalykozepeknél jeloljik. Példankban az oszta-
lyok a

[600; 650), [650;700), [700;750), [750;800), [800;850), [850; 900)
intervallumok, az osztalykézepek pedig a

625, 675, 725, 775, 825, 875

szamok.

61 76 % % !
ﬂ E E 97 97
97

625 675 725 775 825 875 mm

A tapasztalati eloszlasfiggvény

A mintaatlag becslése

:%-(625~37+675-24+725-15+775-14+825-4+875-3)z

~ 523,45.
A minta szérasnégyzetének becslése pedig

2 2
N (X +Xj_g I M X +X_g
. AT e 2 AT AL |
El( 2 j ! (nigl 2 !

2 2 2
25)%-37+(675)" - 24 +(725)~ - 15
(775)* 14+ (825)* - 4+ (875)* -3
~94714,1.

A2
Gn~

1
n
_ 1 [(6
97 |4

] (523,45)* ~
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3.2. Becsléselméleti alapfogalmak

A becsléselmélet ismert eloszlastipusu valosziniségi valtozok ismeretlen
paramétereire vonatkozé becsléseket és ezen becslések tulajdonsagait
vizsgalja.

Legyen & a megfigyelt valoszinlségi valtozo, és o az eloszlas ismeret-
len paramétere. Legyen tovabbad &;,&5,...,& a &-bdl vett N-elemt minta.

Készitsiink el egy olyan statisztikat, amelybdl kovetkeztetni lehetet oi-ra.
Legyen egy ilyen oi-ra vonatkozé becslés az

&n = &n({;laaZ""’&n)
statisztika.

Definicio. A becslés torzitatlan, ha a becslés eloszlasanak varhat6 értéke
a becstlt paraméter, azaz

Definicié. Egy G, becslés legalabb olyan hatasos, (illetve hataso-
sabb) mint egy Opp becslés, ha azonos N elemszami minta esetén, az

a, , becslés eloszlasanak szérasa nem nagyobb, mint az &5 p-€, azaz
k) b

D(d1n)<Dlézn)
az o paraméter barmely értékére (és legalabb egy értékre a szigoru egyen-

16tlenség teljestl).

Itt és a kés6bbiekben: a statisztika szorasat az o, valédi paraméterérték
melletti eloszlas alapjan szamitjuk.

Definici6é. Az o paraméter, adott minta elemszamhoz tartozé legkisebb
szorasu torzitatlan becslését hatasos becslésnek nevezzik, amennyiben
létezik ilyen becslés.

Ha Iétezik egyaltalan hatasos becslés, akkor az egyértelmd is.
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Definicié. Amennyiben az o paraméternek létezik a H n hatasos becslé-

se, egy G, becslés €(Gp, ) hatasfokan az

AL Dz(&H,n)
fa)= D2 (éy)

hanyadost értjik, amelynek értéke mindig 0 és 1 kézé esik.

A gyakorlatban szokas kis mértékben torzitott becslést is alkalmazni, ha a
szorasa kicsiny.

Definici6. Az o paraméter becsléseinek G,05,...,0p,... sorozatit
aszimptotikusan torzitatlannak nevezzik, ha
lim M(&p)=a.

nN—0

3.2.1. tétel. Az M|, mintadtlag a megfigyelt & val6szindségi valtozé M (&)

varhato értékének torzitatlan becslése.

Bizonyitas. A valoszinlségi valtozok Gsszegének varhatéd értékére vonat-
kozo tétel felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

M) S5 |- Emie) -2 M -m(o

ami igazolja az allitast.

k :
3.2.2. tétel. Egy adott A esemény esetében a — relativ gyakorisag az ese-
n

mény p = P(A) valészintiségének torzitatlan becslése, ahol N a kisérletek

és k az A esemény bekovetkezéseinek a szima.

Bizonyitas. Legyen & a vizsgalt p valdszinlségl A esemény karakterisz-
tikus valészindségi valtozoja. Felhasznalva, hogy a karakterisztikus elosz-
las esetén M(g): p és az My mintakozép éppen az esemény relativ
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. N
gyakorisaga, azaz My = —, a tétel allitasa az el6z6 tétel kozvetlen kovet-
n

kezménye.

3.2.3. tétel. A megfigyelt & valoszintiségi valtozé D2 (8) szérisnégyzeté-

A2 NI p . a2 .
nek a 0, tapasztalati szorasnégyzet nem torzitatlan becslése, az Sy korri-

galt tapasztalati szorasnégyzet viszont igen.

Bizonyitas. A val6szinlségi valtozok Osszegének varhatd értékére és a
figgetlen valdszintségi valtozok szorasnégyzetére vonatkozo tételek fel-
hasznalasaval azt kapjuk, hogy

n 1 n 2
-;Iéi——z&j] -

n j=1

- %‘é{(éi —M(&)){M(é)—%éléj] -
M| é[(a. —M(&))—%-(él(a, -mM@E)|| |-
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=M ) -
v Ba-moo)
1 n 2 1 (2 ’
_M H.El(g,_m(a)) —n—z(gl(é.—M(é))J =
("t S - mE)F |-
:”n_—zl.n.M((a_M(a))z)JT‘l-DZ(&),

ami igazolja, hogy a tapasztalati szorasnégyzet nem torzitatlan becslés. A

§% becslés torzitatlansaga az
A n . n ,\
M( 2): M(—-c%] = M(cﬁ)z D2 ()
n — —

egyenl6ségbdl kovetkezik.

A bizonyitasbol ennél tobb is kidertilt:

3.2.4. tétel. A megfigyelt & valoszintiségi valtozo D?(&) szordsnégyzeté-

nek a &) tapasztalati szérasnégyzet aszimptotikusan torzitatlan becslése.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel bizonyitasabol adédoan:

tim M (52 )= 1im =1 D2(2)=D2(¢)

n—oo n—oo N

3.2.5. tétel. Az M|, mintaitlag a megfigyelt & valészintiségi valtozé M (€)

varhaté értékének

n
M n = _Zlci €
i=

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutaté  Vissza 4 126 P



Val6szinliség-szamitas és matematikai statisztika Matematikai statisztika

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutaté Vissza 4 127 )

alaku (linearis) torzitatlan becslései koziil a leghatékonyabb.

n
Bizonyitas. El6szor azt kell megmutatnunk, hogy az rﬁc’n = 2.Cj &
i=1

n
alaku becslések csak akkor lehetnek torzitatlanok, ha ) Cj =1. Val6ban:
i=1

M (e n)=M [_%Ci '@iJ = _%Ci M(&i)= _%Ci -M(g)=

“M(E) Zo =M (e)

n
ahonnan kovetkezik, hogy > Cj =1 (amennyiben M (§) #0).
i=1

Hatra van még annak belatisa, hogy Dz(rﬁn)é Dz(rﬁc,n ) Ehhez ifjuk
1 n n

Cj-ket Cj =—+¢; alakba, ahol  Cj =1 miatt > gj =0. A fiiggetlen
n i=1 i=1

valoszinlségl valtozok Osszegének szorasara vonatkozé tétel felhasznala-
saval azt kapjuk, hogy

D(ifi. )= Dz{_%ci 'ii]= _%DZ(Ci ‘&)=

- $67-D2(e))-D*(e)- S? -
i= =
2
:Dz(ﬁ)'ﬁ(lﬂiiJ =D2(§)'§(%+2'8—i+8i2j=
i=I\N i=1\n n
_D2(e) [ a2 Se 4 ve |-
=P (”+ni§18'+i§18'J

_ Dz(i)'(%+£:8i2leD2(§) :

i=1 n
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Egyenléség csak akkor all fenn, ha & =0 (i=1,2,...,n), vagyis, ha

1 : . .
Cj = — minden I-re, ami igazolja a D? (mn )S D? (mc n ) becslést.
n bl

Ha a megfigyelt valoszintségi valtozé normalis eloszlast, ennél tobb is
igaz:

3.2.6. tétel. Ha a megfigyelt & valoszinlségi valtoz6 normalis eloszlasu,
akkor az My, mintaitlag a varhato érték valamennyi torzitatlan becslése ko-

ziil a leghatasosabb.

Definici6. Az o paraméter becsléseinek Gj,05,...,0p,... sorozatit

konzisztens becslésének nevezzik, ha becsléssorozat sztochasztikusan
konvergal az o paraméterhez, azaz barmely tetszblegesen kicsi € >0 szam
esetén

lim P(|6y —of > €)=0.

N—00

3.2.7. tétel. Ha G, az o torzitatlan becslése és lim Dz(fxn): 0, akkor
N—>0

A A A

az 01,09,...,0pn,... becsléssorozat az o konzisztens becslése.

Bizonyitas. A Csebisev-egyenl6tlenség alapjan

P(

tetsz6leges & > 0 -ra. Mivel Dz(dn)—> 0 esetén a bal oldalon all6 valo-

2(~
Gy M ()| 2 €)= Pfiin — |2 ) < 2 (;Xn)
€

szinGiség 0-hoz tart, ezért

lim P(|én —af>¢)=0.

n—o0
3.2.8. tétel. A mintaatlagok My,...,My,... sorozata a megfigyelt & valo-
szintségi valtozé6 M (i) varhato értékének konzisztens becslése, amennyi-

ben a § szorisa létezik.
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Bizonyitas. Az el6z6 tétel alapjan ehhez elég azt megmutatni, hogy

lim Dz(rﬁn): 0. A figgetlen valészinlségi valtozok 6sszegének szora-
N—>0

sara vonatkozo tétel felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

lim D?(h,)= lim Dz(l- ﬁlai]: lim %Dz(ﬁlaijz
I=

n—o n—o n j= n—wn

ami igazolja az allitast.

Definicié. Az & = 6p(&1,82,...,E) statisztika elégséges becslése a
megfigyelt & valdszinlségi valtozé o paraméterének, ha a barmilyen mo-
don megval6suld {dn = y} feltétel esetén, a mintavételi valtozok e felté-

telre vonatkozé feltételes valoszintisége nem tartalmazza a becstlt o pa-
ramétert. Diszkrét valoszintiségi valtozo esetén ez a

P(&1 =X, 82 =Xp, ... En =X | 6(E1.E,...60) = Y)

feltételes valosziniség a paramétertdl valéd fuggetlenségét, folytonos el-
oszlasi valoszintségi valtozo esetén pedig az

f (X2 X050 X | G (X5 X000 X ) = Y)

feltételes strdségtiigevény o paramétertdl valo fliggetlenségét jelenti.

A mintavételi valtozok egytittes feltételes eloszlasanak ismerete a legtobb,
amire a megfigyelt & valészinlségi valtozo ismeretlen o paraméterére vo-
natkozé informacio-szerzésunk soran szamithatunk. Ha ez az eloszlas a
becsiilt o paraméterétsl fiiggetlen, akkor az & becslés arrél minden in-
formaciot tartalmaz.

. 1. példa. Mutassuk meg, hogy a Poisson-closzlasu & val6szinlségi valtozd
i A paraméterének az M, mintadtlag elégséges becslése!
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Megoldas. Az clégséges becslés definicidja értelmében el6 kell allitani a
€1,82,...,&n mintavételi valtozok {Mn(&1,8,....6n) =Y} feltételhez

tartozo

P =k1,&5 =kg,....Eq =kn My (E1.E2,....6n) =)

. 1 n
feltételes valészinlséget, ahol My, (?;1 ,€0,.4,80 ) =—->ki=Y.
n =1

A feltételes valoszinliség definicidjat és a mintavételi valtozok fligget-
lenségét felhasznalva ez a feltételes valoszintség

P(E; =ki,&p =kp,....Eq =kp |y =y)=
_ P& =ki)-P(&2 =kp)-...- P(&n =kn)

P(n = y)
_ P& =ki)-P(&2 =kp)-...-P(&n =kn)
P(n-mhy =n-y)

alakba irhat6. Mivel a & (i =L2,..., n) mintavételi valtozok valamennyi-

en a megfigyelt & valdszinlségi valtozoval megegyezs, A paraméterd
Poisson-eloszlasu valoszintségi valtozok, ezért

Ak
P& = ki):Fe_x (i=1,2,..,n).

Bizonyithaté tovabbd, hogy Nn-mMy, eloszlasa N-A paraméterl Poisson-

eloszlasy, azaz

A fentiek figyelembevételével azt kapjuk, hogy
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P(n-, =n-y)
&e_k .&e_k . }\’kn e_k i L L
Ki! Ky! Kn! k! ky! Kn!
02" o (o)

(n)n'y kl' k2' kn'
ami figgetlen a A paramétert6l, tehat a becslés valéban elégséges.

3.3. A legnagyobb valésziniség
(maximum likelihood) elve

Eddig nem vizsgaltuk azt a kérdést, hogy valamely eloszlas paraméterére
vonatkozolag hogyan konstrualhaté j6 becslés? Van-e olyan altalanos ma-
tematikai moédszer, amely megadja, hogy a mintaclemekbdl milyen
Op =0q (E_,l,ﬁ 2,...,én) statisztikat kell ahhoz szamitanunk, hogy az

adott o paraméterre j6 becslést kapjunk?

A legfontosabb altalinos moddszer a becslésre az un. maximum
likelihood médszer, amit magyarra forditva a legnagyobb valdészint-
ség modszerénck nevezhetink. A moédszer R. A. Fishert6l szarmazik.
El6sz6r a médszer gondolatmenetét ismertetjuk.

. 1. példa. Egy alapsokasig ismeretlen p selejtaranyat szeretnénk mintavétel
| utjan megbecsiilni. Ezért az alapsokasagbol N elemet valasztunk ki egymas
| utdn, visszatevéssel. (A selejtarany igy minden egyes htizas utan véltozatlan
. marad.) Tegyiik fel, hogy a vizsgalatunk soran K selejtest talaltunk. Ennck
 alapjan milyen becslést adhatunk az alapsokasag sclejtarinyara?

Megoldas. Jeldlje A azt az eseményt, hogy egy kivalasztasnal selejtes ele-
met valasztottunk. Az alapsokasagot igy az A esemény & p indikator val-
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tozo6javal azonositjuk, és a feladatunk az A esemény ismeretlen P(A) =p
valészintségének a becslése.
Legyen &j az i-edik kisérletnél az A esemény indikator valtozoja, azaz

e - 1, ha A bekovetkezett,
' 0, ha A nem kovetkezett be.

A &1,8,...,& minta tehat most indikdtor valtozok sorozata. Ha az A

esemény K-szor kévetkezett be, akkor a mintdban K darab 1-es és (n—K)
darab 0-as kisérlet szerepel. Mivel fiiggetlen kisérleteket végeztink, ezen
minta létrejottének valdszinlisége az ismeretlen P paraméter fliggvényé-

ben:
f(p)=p*-(1-p)"*.

Barmely két lehetséges p érték kozil azt fogadjuk el szivesebben, amely
mellett a kapott minta létrejottének f(p) valészintisége a nagyobb. Igy
egy valoszinibb esemény bekovetkezésének adunk nagyobb esélyt egy
valészintitlenebbel szemben. Ezt az elvet kévetve azt a p € (0,1) értéket
keressik, amely mellett az f (p), vagyis a minta létrejottének valoszintsé-
ge a legnagyobb. Ez egy egyvaltozos széls6értékteladat. Felhasznalva, hogy

t'(p)=k-p* - (1—p)"* —p* - (n—k)- (- p)" K,

szélsGérték csak ott lehet, ahol

t'(p)=p Tt (- p)*! [ (1-p)-p-(n-K)]=

p" (1= p)"* - [k-n-p]=0.

Mivel p e (0,1), az f-nek a
k
p=—
n

esetben lehet széls6értéke. Azonnal lathatd, hogy f(p)—nek itt valoban
maximuma van. Mintank elemzése soran igy arra a kovetkeztetésre jutot-
tunk, hogy az alapsokasag selejtaranyanak legvaloszintbb értéke a selejt
mintabeli gyakorisaga, igy a
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Pn = Pn(E1.62.n8n) =M (E1,E7,....En) =

S|

statisztika adja P legjobb becslését.
3.3.1. A legnagyobb valésziniiség elvének matematikai
megfogalmazasa

Diszkrét eset: Jelolje az alapsokasag valoszintiség-eloszlasat
p(x,a):=P(E=x),

ahol o ismeretlen paraméter. Legyen tovabba Xi,Xs,...,Xp egy, az alap-

sokasagbdl vett konkrét N elem minta. A minta létrejottének valoszintsé-
ge a mintaelemek fliggetlensége folytan az egyes valészintségek szorzata.
Ezt a szorzatot likelihood-fiiggvénynek nevezzik és

L(Xl,xz:v---axnaa): p(xl,(l)' p(XZ’a)""' p(xn’a)

médon jeldljik. Azt az & = &(X|,Xy,...,Xp ) értéket fogjuk az ismeretlen

paraméter valodi értéke becslésének tekinteni, amely mellett a likelihood-
fuggvény a legnagyobb értékét veszi fel.

Folytonos eset: Itt P(cﬁ = X) =0 minden X-re, de
P(x <& <x+Ax)~ f(x,a) Ax,

ahol faz eloszlas striségftiiggvénye és o az eloszlas ismeretlen paramétere.
Igy annak a valdszintisége, hogy valamely mintaclem egy kicsiny, régzitett
hosszusagu intervallumba esik, kozelithet6 a sturdségfiigevény segitségével.
A szE€ls6érték meghatarozasa szempontjabdl a rogzitett részintervallum
hosszanak nincs jelent6sége, csak egy konstans szorzoként szerepel, ezért
a likelihood-figgvény ebben az esetben az

L(X}, X950 Xpn )= F(xp,a)- F(xp,0)-...- F(X,,00)

fuggvény.
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Megjegyzések:

1. A gyakorlatban az N-tényezés szorzat derivalasa elkertilhets, ha a
likelihood-fuggvény helyett annak logaritmusaval dolgozunk, mivel a
logaritmus fuggvény szigordan monoton névekeds volta miatt a szél-
s6értékhely a transzformacioval nem valtozik.

2. Toébb paraméter egytittes becslése nem jelent elvi valtoztatast.

3. A legnagyobb valdszinlség elvének alkalmazasakor konzisztens, de
nem feltétlentl torzitatlan becslést kapunk. Be lehet azonban latni,
hogy az {gy nyert becslés legalabbis aszimptotikusan torzitatlan.

4. Ha a kérdéses paraméternek létezik hatdsos becslése, akkor a likeli-
hood-fiiggvénynek csak egyetlen széls6értéke van, és ez éppen a hata-
sos becslés.

5. A maximum likelihood becslés az invertalhaté leképezéssel végrehaj-
tott transzformaciora znvaridns, azaz, ha 6. maximum likelihood becs-
1és o-ra, és g egy kolcsondsen egyértelmd fiiggvény, akkor g(&) ma-
ximum likelihood becslése g(a.)-nak.

2. példa. Legyen & egy N (m,c) normalis eloszlasu valészintségi valtozo.

Hatarozzuk meg az M és 6 paraméterek maximum likelihood becslését!

Megoldas. A likelihood-fliggvény és annak logaritmusa

1 n
—7Z(X-—m)2
L(XDXZ’-‘-:Xn,m,G):;n.e 26201 ’
(0v2)
1 0 5
ln(L(Xl,Xz,...,Xn,m,c))z_n.ln(c\/i)__z Z(Xi _m) .
267 i=1

Egy fiiggvénynek és a logaritmusanak ugyanazokon a helyeken van maxi-
muma. BEzeket a helyeket a figgvény logaritmusa esetén hatarozzuk meg,
mivel igy egyszertibb. Egy figgvénynek ott lehet maximuma, ahol a par-
cialis derivaltjai O-val egyenl6k. A lehetséges maximum helyeket ezért a
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amln(L(xl,xz,...,xn,m,c)):%_%xi —%:0
G =1 (o)
n 1 1n 5
06 In(L(X, Xp, s Xp,M,0)) = ——+— ¥ (x; —m)” =0
G o’ i=l

egyenletrendszer megoldasai adjak. Az egyenletrendszernek egyetlenegy
(mo,co) megoldasa van,

n n 10V
PRG PR —H_Z X
n n

Megmutathat6 (a részleteket itt mell6zztik), hogy ez a hely valoban maxi-
mumbely.
A maximum likelihood moédszer tehat normalis eloszlas esetén az m

varhat6 érték becslésére a mintakozepet, a o2 szorasnégyzet becslésére
pedig az empirikus szorast szolgaltatja. Ez utébbi becslés, mint mar meg-
mutattuk, csak aszimptotikusan torzitatlan. Megjegyezzik, hogy az el6z6
Megjegyzés 5) pontja értelmében &, maximum likelihood becslése a ©

szOrasnak.

3.4. A konfidencia (megbizhatésagi) intervallum

Egy alapsokasagbol vett konkrét (Xl D CY Xn) minta esetén kiszamitott
& =6 (X, Xa,..., Xy ) becslés az 6 (E1,E7,...,&, ) statisztikai fiigg-
vény helyettesitési értéke az (Xl , X2, 005 Xp ) helyen, és igy mintanként
valtozik. A becsiilt o paraméter és az G, becslés valosagos eltérésének
nagysagara ezért biztos kijelentést nem tudunk adni. Azonban, ha ismerjik

az O—Qp eloszlasit, akkor meg tudunk adni olyan Cr11,s B és

C%’g 'Bn ugynevezett konfidencia (megbizhat6ésagi) hatarokat, hogy a

becsiilt o paraméter és az Oy, becslés eltérése nagy (1 - 8) valdszintséggel

e hatarok ko6zott legyen, azaz teljesiiljon a

1 A A 2 4
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feltétel, amit
1 a4 A 2 a4 .~ )

ekvivalens alakba is irhatunk, ahol B, az o — @y eloszlasitol fiiggd sta-

tisztika, C;],S (i = 1,2) pedig az N-tél és az e-tol fiiged valds szamok.

A P(Cr11,s 'Bn +0p <a< Cr%,s 'Bn +&n)=1—8 alak azt mutatja,hogy

az o paraméter valodi értéke 1— ¢ valdszintséggel esik a
cl.- B +a,,C 2. Bp +6
ne "Pn T &nstnge "Pn T 0n

ugynevezett konfidencia (megbizhat6sagi) intervallumba.

Definicié. Egy a.,, becsléshez tartozo

1 A A 2 A ~
(Cn,s “Bn +an,Che B +an)

konfidencia intervallumot (1 —8) megbizhatésagi szinthez tartozo-
nak nevezzik, ha az esetek 100-(1—8) % -4ban tartalmazza a becsult o

paraméter valodi értékét, azaz

P(C,lw -Bn +0anp <oc<C%"S -Bn +dn)=1—s.

Diszkrét eloszlasok esetén pontos egyenléség nem mindig érheté el: ekkor

legalabb (l = 8) megbizhatdsagi szintrdl szokas beszélni.
Egy konfidencia intervallum megadasakor el6szor a B statisztikat hata-
rozzuk meg. Feltéve, hogy B, >0, a Crlhg értékeket ezt kévetSen a

1 A A 2 & A\

kifejezés
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P(C}LS <%<C%’gjzl—s

n
ckvivalens alakjanak felhasznalasaval a
Bn

valoszinlségi valtozoé (statisztika) F eloszlasfiiggvényének segitségével az

f’n:

F(c}],g)= P(i/n < c}m)%, F(c,{g)= P(yn < czj - 1-%

Osszefuggésekbdl hatarozzuk meg.
Ha Bn <0, akkor

P(C}Lg e cﬁ,g] —1-¢
Pn

az ekvivalens alak és a C; , értékeket az

F(C,{g)z P(?n <c,{8):§, F(C}La): p(yn < C:,,g): _g

Osszefuiggésekbdl hatarozzuk meg.

A gyakorlatban a
P(oc <Cr%,g B +6Ln)=l—8 és P(Crll’8 By +6p, < 0()=1—8
feltételekkel megfogalmazott
(—oo,C,%’8 'Bn +dn) és (C},,8 'Bn +0p, +oo)

egyoldali konfidencia intervallumok is hasznalatosak.
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,,,,,,

+ valoszinliségi valtozo. A M varhaté értéket egy nagy N elemszamu
b €1,89,...,6n minta felhasznildsdval az My, mintaitlageal becsiljik. Ha-

| tarozzuk meg a varhaté érték M, mintadtlaggal térténé becslésének
: 100-(1—8)%—08 megbizhatésagi szinthez tartoz6 konfidencia intervallu-
' mita 6=5,Nn=36, M, =12 é £=0,05 esetben!

Megoldas. A konfidencia intervallumot annak felhasznalasaval konstrual-
juk meg, hogy a centralis hatareloszlas tétel szerint nagy N esetén a

n
. Zlii—n'm

oa—a, m
Jn-o

>
=)
Il

Pn _%
Jn
valészintségi valtozé kozelitSleg standard normalis, azaz N(O,l) eloszla-

stnak tekinthet6. Mivel B, <0 a Cr|1,g értékeket a
cp(c2 ):3, cp(c1 ):1—E
ne/=75 n,e >

Osszefliggésbdl hatarozzuk meg, ahol @ a standard normalis eloszlas el-
oszlasfiiggvényét jeloli. Felhasznalva, hogy a standard normalis eloszlas

eloszlasfuggvénye szimmetrikus, azaz (D(— X) = CD(X), ezért Crl]’8 =C; és
Cr%,a =—C, alaky, ahol @(CS)ZI—S. Az €=0,05 esetben a Cg 5
érickée a D(Cops)=0975 feltételbsl  hatérozzuk meg,  azaz
Co.05 = @ (0,975)=1,96 lesz.
Az MS Excel hasznalata estén a C s értéket az

— INVERZ.STNORM(0,975)

kifejezés kiértékelésével kaphatjuk meg.
Igy az ismeretlen M értékére vonatkozé konfidencia intervallum
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(_Crlh:a B +6ip; _Cr%,a B +dn):(_1a96'%+12; 1,96'%+12j ~
~ (10,366, 13,633)

lesz.

Vegyiik észre, hogy a konfidencia intervallum szélessége mintaelemek
szamanak novekedésével és a szoras csokkenésével csokken, viszont a
megbizhatdsagi szint emelésével né.

3.5. Statisztikai hipotézisek (feltevések) vizsgalata

A gyakorlatban igen sok esetben mar eleve van valamilyen feltevésiink egy
valészintiségi valtozé eloszlasardl, illetve az eloszlas valamely paraméteré-
r6l, és azt szeretnénk ellendrizni, hogy ez a feltevéstink helyes-e?

Ilyenek példaul a kévetkezé esetek:

a) Adott technolégiaval gyartott vasbeton gerendak mérete normalis el-
oszlast kovet, ismert szoérassal. Az elkészilt gerendak mérete az el6irt
varhaté méret érték koril ingadozik-e?

b) Két kilonb6z6 keverdgéppel készilt aszfaltkeverékben a bitumentar-
talom szo6rasa megegyezik-e?

Statisztikai hipotézisen (feltevésen) egy vagy tobb, valoszintség-elosz-
lasra vonatkozo feltevést értink.

Statisztikai prébanak nevezzik azt az eljarast, amely alapjan egy statiszti-
kai hipotézisrél dontiink.

Egy statisztikai proba 1épései kévetkezok.

Elméleti 1épések:

1. Az ismeretlen eloszlasra vagy az eloszlas ismeretlen paraméterére (pél-
daul az el6z6 tapasztalatok alapjan) egy H( null-hipotézist allitunk fel.
Az eloszlas vagy paraméter szamara a null-hipotézistdl eltéré mas lehetd-
ségek bizonyos halmazat, esetleg az Osszes mas lehetséget egytttesen
ellenhipotézisnek, vagy alternativ hipotézisnek nevezzik és Hj-gyel
jeloljuk.
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2. A feltevésunk ellen6rzésére mintavételen alapulé konzisztens
Op =0p (&1 62,8 ) statisztikai fiiggvényt konstrualunk.

3. Meghatarozzuk a Q. statisztikai fiiggvény eloszlasat.

4. Kijeloljik az eloszlas kritikus tartomanyat, ahova a statisztikai Op,
fiigevény, mint valoszindségi valtozo, értéke csak kicsiny € (pl:
5%, 1%, 0,1% ) valészinGséggel esik. A kritikus tartomanyt elutasitasi
tartomanynak is nevezzik. A kritikus tartomany komplementerét elfo-
gadasi tartomanynak hivjuk. A dontés szintjét jellemzé 100-(1—8)%
szamot a proba szignifikancia szintjének vagy réviden a proba szintjé-
nek nevezzik.

A kritikus tartomdny kijelolése:

41. A Plog/y <8y <0tj_g/n)=1—¢ feltétellel megadott kétoldali proba
esetén a kritikus tartomany egy (— 00, Ol g /2) és egy (al—a /2 ,+OO) interval-
lum uni6jabol 4ll. Az intervallumok olg 5 ésa oj_g o hataraitaz & Fy

eloszlasfuggvényének  felhasznalasaval az ((x &/2 ) =2 & az

Fo (1 —Og/2 ) =1 —% feltételekbdl hatarozzuk meg. Az elfogadasi tarto-

many ekkor az (OL8 /2,001_¢ /2) intervallum. (Egyenléséggel megfogalma-
zott Hq hipotézis esetén alkalmazzuk, azaz, ha Hy={a =0},
Hy={a#op}.)

elfogadasi tartomany Az a, slirligégfiggvénye

% Gy

kritikus tartomany

42. A P(oc8 < dn)ZI—S feltétellel megadott egyoldali préba esetén a

kritikus tartomany egy (— 00,0 8) intervallum. Az intervallum o, hatarat
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az O Fy eloszlasfiggvényének felhasznalisdval a Fy (as): e feltétel-
bél hatarozzuk meg. Az elfogadasi tartomany ekkor az (oc est oo) interval-
lum. (Egyenl6tlenséggel megfogalmazott H( hipotézis esetén alkalmaz-

zuk, azaz, ha H() I{(X.ZOL()}, Hl I{O(.<O(,0}.)

Az dn slirtiségfliggvénye

J - T~

kritikus tartomany elfogadasi tartomany

43. A P(&n <O0_g ) =1-¢ feltétellel megadott egyoldali préba esetén a
kritikus tartomany egy (Ocl_g ,+OO) intervallum. Az intervallumot_g hata-
rat az & F, eloszlisfiiggvényének felhasznalisival a F (Ocl_g ) =1l-¢
feltételbdl hatarozzuk meg. Az elfogadasi tartomany ekkor a (— OO,OLI_S)
intervallum. (Egyenl6tlenséggel megfogalmazott H( hipotézis esetén

alkalmazzuk, azaz, ha Hy ={a <o}, H; ={a>ap}.)

Az @ . stirliségfiiggvénye

o
/ &,

elfogadasi tartomany kritikus tartomany

Gyakorlati 1épések:
1. Mintat veszunk az alapsokasagbol.
2. A minta adatokbdl kiszamitjuk a statisztikai fliggvény helyettesitési értékét.
3. A kapott szamérték alapjan dontink:

Megtartjuk a null-hipotézist, ha a kiszamitott helyettesitési érték az el-
fogadasi tartomanyba esik.
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Elvetjik a null-hipotézist, ha a kiszamitott helyettesitési érték a kritikus
(elutasitasi) tartomanyba esik. Ekkor a feltételezett eloszlashoz képest egy
valészinatlen esemény kévetkezett be. Ekkor szignifikans (jelentSs) az
adatokban titkr6z6d6 eltérés a feltétevésiinkhoz képest.

A statisztikai probak alkalmazasakor hibas dontéseket is hozhatunk. Két-
féle hibat kévethetink el:

Elvetjiik a Hy hipotézist, noba az helyes. Ez az tgynevezett els6faju hiba
akkor fordul el6, ha a statisztikank helyettesitési értéke a kicsiny valdszinG-
ségu kritikus tartomanyba esik.

Megtartiuk a Hy hipotézist, noba ag, hibds. Bz az Ggynevezett masodfaju
hiba akkor fordul el6, ha a statisztikai fuggvény helyettesitési értéke a vé-
letlen folytan az elfogadasi tartomanyba esik.

Egy prébat konzisztensnek nevezink, ha a minta elemszam minden
hataron tul torténé névelésével a masodfaju hiba minden régzitett alterna-
tiv hipotézis esetén 0-hoz tart.

Az o =0 un. egysgerd null-hipotézis esetén az els6faja hiba €, mely uralha-
t6, hiszen mi allitjuk be az (1 —g) szintet. A masodfaja hiba azonban flgg
a paraméter (ismeretlen) értékétdl, és igy nem uralhat6. Mindenesetre kon-
zisztens proba és elég nagy mintaelemszam esetén a masodfaja hiba ,ki-
csi”, igy a szintet valaszthatjuk ,,nagyra”. Az els6- és masodfaji hiba moz-
gasa ellentétes, megfelel6 kompromisszumra és az alternativak kozti sze-
reposztas olyan beallitasara van sziikség, hogy az uralhatatlan masodfaja
hiba elkévetése legyen a kisebb vétség.

A tovabbi fejezetekben csak ismert eloszlasu konzisztens statisztikai pro-
bakat ismertetiink.

Az els6- és a masodfaju hiba egyensulyba tartdsa szempontjabdl kiala-
kult szokas a 100-(1 —8)% =95% -os szignifikancia szint valasztasa, de
ez aldl szamos kivétel is 1étezik. A legtobb statisztikai programcsomag (igy
az MS Excel is) kiitja azt a legkisebb -t ill. azt a legnagyobb szintet, amely
mellett el tudjuk utasitani a null-hipotézist (kisebb &-ra elutasitjuk, na-
gyobbra elfogadjuk), ez kovetkezik abbdl, hogy magasabb szinthez (azaz
kisebb &-hoz) tagabb konfidenciaintervallum tartozik.
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3.6. Parameéteres probak

Egy statisztikai probat paraméteres probanak neveziink, ha az alapsoka-
sag valamely paraméterére vagy paramétereire vonatkozik.

Az alabbiakban varhaté értékre és szorasra vonatkozé egy- és kétmintas
statisztikai probakat ismertettink.

A tovabbiakban egy statisztikai mintat nagy elemsgdaminak mondunk, ha
a mintaelemek N szama legalabb 30, mivel ekkor a standard normalis és a
Student-eloszlassal szamitott valoszintségértékek mar alig kiillonboznek.

3.6.1. Az egymintas u-préba

Alkalmazdsa: Bgy ismert D(E)=0 szorast, de ismeretlen M (€)=m var-
hat6 értékd normalis eloszlasu & valdszinlségi valtozé varhatd értékére
vonatkozé M hipotézis helyességének ellenSrzése.

A préba statisztika:

ahol N a minta elemszama.
Eloszldsa: 0 standard normalis eloszlasu valoszinlségi valtozo.

Nagy elemszamu minta esetén, a centralis hatarérték tétel miatt a proba &
eloszlasatol figgetlenil kozelitéleg normalis eloszlasu, ezért ebben az
esetben a préba nem normalis eloszlasu valészintségi valtozéd esetén is
alkalmazhaté.

Nagy elemszamu minta esetén a proba akkor is alkalmazhatd, ha a &
sz6ras nem ismert. Ekkor a sz6ras a mintabdl torténd becslésével helyette-
sithetd, és a proba statisztika alakja a kévetkezé lesz:

4= mn—
n

Sn.
Jn
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Nagy elemszamu minta esetén, ha & egy A esemény karakterisztikus valo-
szinlségi valtozdja, akkor a prébaval az A esemény p = P(A) valészini-

ségére vonatkozé Pg hipotézis ellenérzésére is alkalmazhat6, mivel ekkor

3.6.2. A kétmintas u-proba

Alkalmazisa: Ismert D(E_,) =0] ¢&s D(n) =0, szbrasu, de ismeretlen
M (E_,) =my és M (n) =M, varhato6 értékd normalis eloszlasu & és n valo-
szinGségi  valtozok  varhaté  értékének  kiilonbségére  vonatkozé
Mgy = My —M, hipotézis helyességének ellenérzése.

A proba statisztika:

ahol N; a &-re, Ny pedig az N-ra vonatkoz6 fiiggetlen minta elemszama.

Eloszldsa: G standard normilis eloszldsu valoszindségi valtozo (a null-
hipotézis fennallasa esetén).

Nagy elemszamu minta esetén a centralis hatarérték tétel miatt a proba a &
és M eloszlasatdl fuggetlentl kozelitéleg normalis eloszlasa. Ezért ebben az
esetben a proba nem normalis eloszlast valdszintségi valtozok esetében is
alkalmazhato.

Ha 6 =01 =0,, azaz a szérasok megegyeznek, akkor a proba statisztika

alakja egyszersodik:

_ ml—m2—m0
1 1

o [—+—
m N
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Nagy elemszamu minta esetén ha 6 = 61 =G5, de a k6z6s G szoras nem

ismert, akkor az a mintabdl torténd becslésével helyettesithet6 és a proba
statisztika alakja a kovetkez6 lesz:

0= mz—mz—mo
(nl—l)'§12+(n2—1)'§% ) i_'_i
np+ny—2 n  np

Nagy elemszamu minta esetén a proba akkor is alkalmazhat6, haa o1 ésa

G, szoérasok nem ismertek. Ekkor ezeket a szorasokat a mintabdl torténd
becslésiikkel helyettesitjik és a Welch-féle

proba statisztikat alkalmazzuk, ami ebben az esetben kozelitéleg szintén
standard normalis eloszlasu.

3.6.3. Az egymintas t-préba

Alkalmazdsa: Ismeretlen D(§)= G szorasu és ismeretlen M (E_,) =M var-
hat6 értékd normalis eloszlasu & valdszinlségi valtozd varhatd értékére
vonatkoz6é M hipotézis helyességének ellendrzése.
A préba statisztika:
M, —m
£ _n 0
t(n—l) - 5

o n
Jn
ahol N a2 minta elemszama.

Eloszldsa: f(n—l) (n—l) szabadsagfoku Student-eloszlast valoszindségi

valtozo.
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Az egymintas #prébat altalaban csak kis minta elemszam esetén hasznal-
juk, mivel nagy elemszamu minta esetén az eloszlasa kozelitleg standard
normalis eloszlasu és az U proba megfelel6 alakjaval helyettesithetd.

Erdekességképp megjegyezziik, hogy a Student-eloszlast V. Gosset ve-
zette be, aki eredményeit Student alnéven publikalta.

3.6.4. A kétmintas t-proba

Alkalmazdsa:  Ismeretlen D(&) =0 ¢&s D(n) =0y, de megegyez6
G=0] =0, szorist és ismeretlen M(E)=m; és M(n)=m, vérhato
értékd normalis eloszlasa & és M valdszintségi valtozok varhato értékének
kilonbségére vonatkozé My = M; —My hipotézis helyességének ellenér-
z€se.

A proba statisztika:

f _ ml —mz —my
(n1+n2_2) N 22 22
(n —1)-87 +(ny 1) 83 1.1
ng+np -2 Ny Ny

ahol N; a &-re, Ny pedig az N-ra vonatkozo fiiggetlen minta elemszama.

~

Eloszlisa: §(n, 4n,—2) (M) + Ny —2) szabadsigfokd Student-closzlési vals-
szindségi valtozo.
Altalaban csak kis minta elemszdm esetén hasznaljuk, mivel nagy elem-

szamu minta esetén az eloszlasa kozelitéleg standard normalis eloszlasa és
az U proba megfelel$ alakjaval helyettesitheto.

Ha a o] ésa oy szorasok nem egyenlok, akkor az U probanal mar ismer-
tetett Welch-féle

Wy
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2 2
f_ 1 1 [6? 1 (63
61 65 N -1 i Ny -1 Ny

szabadsagfokt Student-eloszlasu valdszintségi valtozo. (f altalaban nem
egész, ekkor kerekitjtk.)

3.6.5. Az F-préba

Alkalmazdsa: Ismeretlen D(€)= 0 és D)= 0, szérist normalis elosz-
lasu § és m valdszinlségi valtozok szérasainak megegyezGségére vonatko-
. O1 s Loz Py
z6 — =1 hipotézis helyességének ellenbrzése.
G2
A proéba statisztika:

F(n, ~1,n,-1) = g >

ahol Nj a &-re, Ny pedig az N-ra vonatkozo fiiggetlen minta elemszama.

Eloszldsa: lf(nl ~1,ny-1) (n1 -1L,ny - 2) szabadsagfoku F-eloszlasu valoszi-
nilségi valtozo.

Az F-probaval pl. a kétmintas t-préba alkalmazasa el6tt a & és n valdszi-
nlségi valtozok szérasanak egyezdségét vizsgalhatjuk.

A gyakorlatban az If(n =Lny 1) értékét mindig 1-nél nagyobbnak valaszt-
juk, azaz az
22 2D
Si” S
F = max| -1 , Z 1>

statisztikat alkalmazzuk.
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1. példa. (Egymintds U-préba.) Egy elektronikus késziilék a hirdetések
| szerint az informaciét az aram kikapcsolasa utin még 70-t1 90 6raig ké-
| pes tarolni. A gyart6 dllitisinak ellenérzésére N =250 mérést végeztek és
: kovetkez6 eredményeket kaptak: My =78,73 és Sy =10,22. Egyoldali
. #-probat alkalmazva 95%-os szignifikancia szinten igaz-e, hogy a tarolas
| varhat6 értéke legalabb 80 6ra?

Megoldas. A null-hipotézis: Hg = {m > mo}, azaz az tarolasi id6t leird
ismeretlen & valdszinliségi valtozé M varhat6 értéke legalabb my = 80.

§ szorasat nem ismerjiik, de a minta elemszama nagy, igy azt a korri-
galt tapasztalati szorassal becstljik. A proba statisztika igy

o

mpy —m
4= n _ 0 ,
Sn
Jn
helyettesitési értéke pedig
~  18,73—80
u= 0 1,965.

V250

Egyoldali prébat alkalmazunk, € =1-0,95=0,05 és az elfogadasi tarto-
mény (U8 ,+ OO) = (U0’05 ,+OO) alaku. Az U0,0S értékét a (I)(U0,0s): 0,05
feltételbSl hatdrozzuk meg, azaz Ug 5 = o1 (0,05) =—1,6448 lesz.

Az MS Excel hasznilata esetén U.05 értékét az

= INVERZ.STNORM(0,05)
kifejezés kiértékelésével kaphatjuk meg.
Mivel U =-1,965¢ (— 1,6448, + oo) = (UO,OS ,+ oo) ezért a null-hipotézist

elvetjiik, azaz az elektronikus késziilék informacié tarolasanak varhato
értéke nem haladja meg a 80 6rat.
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2. példa. (Kétmintas U-proba.) Egy vizsgalatot végeztek abbdl a célbdl,
: hogy megbecsiiliék bizonyos vitaminok étrendhez adsanak hatisit. Ebbél
i a célbol 64 kéthetes patkiny kapott az étrendjéhez vitamin kiegészitést
négyhetes id6tartam alatt. Ezt kovetéen a tomegiiket lemérték. Egy 36
. patkanybdl 4ll6, ugyanolyan kord kontroll csoport ugyanezen idé alatt a
. szokasos étrendet kapta és a tomegiiket négy hét utin szintén feljegyezték.

korrigalt
minta tipusa elemszama | empirikus kozép | empirikus
szOtas
P'atk,an}’fo”k vitamin 64 89.6 ¢ 12,96 ¢
kiegészitével
Patkanyok szokasos
cerenddel 36 835¢ 1141 ¢

. A mintikat megegyez6 szorasunak tekintve, vizsgaljuk meg 95%-os szigni-
 fikancia szinten, hogy a vitamin kiegészitést kapott patkinyok hathetes
i korukban nagyobb témegtick-e, mint azok, amelyek csak szokasos étren-
: det kaptak?

Megoldas. Jeloljik &-vel a vitaminokkal kiegészitett étrendd és m-val a
szokasos étrendd patkanyok sulygyarapodasat jellemzé valoszintségl val-
tozot. A null-hipotézis: Hgy = {ml -my > mo}, ahol my =0, azaz a §
valoszinlségi valt6zo6 varhato értéke nagyobb, mint az n-¢.

& —n szérasat nem ismerjik, de a minta elemszama nagy, {gy azt a
mintabdl szamitott szérassal becsiljiik. A proba statisztika {gy

G- my —My —my
(=187 +(ny-1)-83 [1 T
np+np, — 2 n Ny
helyettesitési értéke pedig
- 89,6 —83,5—0 23558,
\/(64—1)-(12,96)2+(36—1)~(11,41)2 S,
64+36-2 64 36
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Egyoldali prébat alkalmazunk, € =1-0,95=0,05 és az elfogadasi tarto-
mény (LI8 ,+ OO) = (UO,OS ,+00) alak. U0,05 értékét a (D(UO,OS): 0,05

feltételbo] hatdrozzuk meg, azaz Ug g5 = @ (0,05) = ~1,6448 lesz.

Az MS Excel hasznalata esetén Ug o5 értékét az

= INVERZ.STNORM(0,05)

kifejezés kiértékelésével kaphatjuk meg.

Mivel U =2,3558 € (~1,6448; +0)=(Ug g5,+ %) ezért a null-hipotézist
elfogadjuk, azaz a vitaminokkal kiegészitett étrendd patkanyok suilygyara-
podasa atlagosan nagyobb, mint a szokasos étrenddeké.

Ha a kétféle taplalast ugyanazokon a patkanyokon végezték volna el (mas,
azonos hosszusagu id6szakokban), akkor un. dnkontrollos vizsgalatot vé-
gezhetnénk. A null-hipotézis az lenne, hogy a kétféle diéta hatasara tortént
sulygyarapodas kilonbsége 0, melyet egymintas #-probaval ellenérizhet-
nénk.

3. példa. (Egymintas t-proba.) Egy véletlenszertien vett, nyolc n6tél szar-
maz6 minta koleszterin szintjei mmol/l-ben a kévetkezok:

1310 |28 |15 [1,7 [24 [1,9 [33 |16 |

Feltéve, hogy a koleszterin szint normalis eloszlast kovet, 98%-os szigni-
fikancia szinten igaz-e, hogy a minta 3,1 mmol/1 koleszterinatlagi népes-

1 ségt6l szarmazik?

Megoldas. A null-hipotézis: Hgy = {m = mo}, azaz a koleszterin szintet
leir6 ismeretlen & valdszintségi valtozé M varhaté értéke my =3,1.
Az alkalmazott Student-eloszlas szabadsagfoka N—1=7. A préba statisz-
tika:
fno) =",
> n
Jn

helyettesitési értéke pedig
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¢ _22875-3]
(7) = "0.712014

V8

Az MS Excel hasznalata esetén Mg értékét az

~-3,2276.

= ATLAG(3,1:2,8;1,5;1,7;2,4:1,9;3,3:1,6),
Sg értékéta
= SZORAS(3,1;2,8;1,5;1,7;2,4:1,9;3,3;1,6)

kifejezés kiértékelésével szamithatjuk ki.

4 151 p

Kétoldali probat alkalmazunk, € =1-0,98 =0,02 és az elfogadasi tarto-

mény (tg/Z ’t1—8/2 )I (t(),()l ,t0599 ) alakd.

A Kk szabadsigfoku Student-eloszlis esetén az eloszlasfiggvény helyett

altalaban az

Te()=P(lg]>x)=2-2-Te(x)  (xe(0+o0))

fuggvényt adjak meg, ahol Ty -val a Student-eloszlds eloszlasfiiggvényét

jeloltiik. Az MS Excel-ben a T.ELOSZLAS név alatt is ezt a fiiggvényt
talaljuk és az INVERZ.T fuggvény ennck inverzét jeloli. A -Fk figovény

felhasznalasaval Ty értékeit a

2-Ty(x)
Tk(x): T, ha x>0,

1-Te(=x), ha x<0

képlettel hatarozhatjuk meg.

Ty inverzének felhasznalasaval Ty inverzéta

~ \-1] 1
()™ (p) = ) (_2_2'p)’ " p_El
(M) (-p) ha p<s

formulaval szamithatjuk ki.
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Az MS Excel hasznilata esetén tp g9 = 2,9979 , amit az
=INVERZ.T(2-2%0,99;7)

kifejezés kiértékelésével kapunk. A Student-eloszlas szimmetridja miatt
te/2 =1—-t_¢/2 ésigy tg o1 =—2,9979.

Mivel f(7) =-3,22769 & (~2.9979; 2,9979) = (to,01.t 0.99) ezért a null-

hipotézistinket elvetjik, azaz a minta nem 3,1 koleszterin atlagu népesség-
t6l szarmazik.

| 4. példa. (Kétmintas t-préba.) A fiistgaz por tartalmat vizsgaltak két szi-
 lard fit6anyaggal miik6dS kazan tipus esetén. E célbol tizenhdrom A és
: kilenc B tipust kazant vizsgaltak meg megegyez$ tuzelési feltételek mel-
lett. A vizsgalati periddus utan a kéményekbe helyezett porcsapdakra a 22
 kazan esetén az aldbbi mennyiségli por rakédott le (grammban mérve).

A tipus 73,1 [56,4 82,1 67,2 78,7 75,1 |48,0 53,3 |55,5
61,5 60,6 55,2 (63,1
B tipus  |53,0 [39,3 55,8 |58,8 41,2 66,6 46,0 |56,4 58,9

| Feltéve, hogy a por lerakédasa normalis eloszlast kovet és a mintak szora-
| sa megegyezik, 95%-os szignifikancia szinten vizsgaljuk meg, hogy van-e
lényeges kiilonbség a porlerakodas mértékében a két kazan tipus esetében.
i Ha van, akkor melyiknek nagyobb a porkibocsatasa?

Megoldas. Jeloljuk &-vel az A tipusy, és n-val a B tipust kazanok porki-
bocsatasat jellemz6 valoszintségi valtozot.
a) A null-hipotézis: Ho = {m; —my =mg}, ahol my =0, azaz a & és az

valoszintiségi valt6z6 varhato értéke megegyezik.

Az alkalmazott Student-eloszlas szabadsagfoka nN; + Ny —2 =20.
A préba statisztika

f _ ml —mz—mo
(n1+n2_2) ) )
(ny —1)- 87 +(ny —1)-83 1.t
np+ny -2 N b}
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helyettesitési értéke pedig

fo0) = 63,8308 — 52,8889 — 0 < 2.5203.
\/12~113,0123+8-81,07861. 11
20 139

Kétoldali prébat alkalmazunk, € =1-0,95=0,05 és az elfogadasi tarto-
many (tg/z g2 )=(to,025 0,975 ) alaki.
Az MS Excel hasznilata esetén t( 975 = 2,0860 , amit az

= INVERZ.T(2-2 *0,975;20)

kifejezés kiértékelésével kapunk. A Student-eloszlas szimmetridja miatt
oo =1=t1_g/2 ésigy o025 =—2,0860.

Mivel f(a0) =2.5203 & (- 2,0860,2,0860) = (to 025.t 0,975) czért a null-
hipotézisuinket elvetjik, azaz lényeges kilonbség van a két kazan tipus
porkibocsatasa kozott!

A préba fuggvény értéke pozitiv volt és az el6z6 esetben azt kaptuk, hogy
jelentés kilonbség van a két kazantipus porkibocsatasa kézott. Emiatt
most ugyanezen a szignifikancia szinten a kovetkezé null-hipotézist vizs-
galjuk meg:

b) A null-hipotézis: Ho = {m; —m, >mg}, ahol my =0, azaz a & valo-
szinlségi valtézo varhatéd értéke nagyobb, mint az M valoszinlségi valto-
z06¢€.

Egyoldali prébat alkalmazunk, € =1-0,95=0,05 és az elfogadasi tarto-
mény (tg,+00) = (tg,0s.+0 ) alakd.

Az MS Excel hasznilata esetén t 95 =1,7248 , amit az
= INVERZ.T(2-2%0,95;20)
kifejezés kiértékelésével kapunk. A Student-eloszlas szimmetridja miatt

t0,05 =—t0’95 2—1,7248 lesz.

Mivel f(a0) = 2,5203 € (~1,7248,+ ) = (tg 5,+) ezért a null-hipotézi-

sunket elfogadjuk, azaz az A tipust kazan lényegesen t6bb port bocsat ki.
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A kétmintas t-préba az MS Excel
T.PROBA (t6mb1;t6mb2;oldal;tipus)

fugevényének felhasznalasaval egyszertibben is elvégezhetS. A fombl és a
timb2 paraméterek a mintakat tartalmazé cella-tartomanyok. Az oldal pa-
raméter értéke 1, ha egyoldali és 2, ha kétoldali a probat végzink. A #jpus
paraméter értéke 2, ha feltessziik a szérasok megegyezését és 3 ha nem
(Welch-féle statisztika). A fuggvény valdszinliség értéket ad eredménytil.

Ha az A tipusi kazianhoz tartozé mintaértékeket az A1:M1 cella-
tartomanyba, a B tipusd kazinhoz tartozé mintaértékeket pedig az A2:12
cella-tartomanyba irjuk, akkor az el6z6 példa a) esetében a fliggvényt

= T.PROBA(A1: M1;A2:12;2;2)
moédon kiértékelve a 20 szabadsagfoka Student — eloszlashoz tartozé
(g > fio)| )= 0.0203
valészintséget kapjuk eredményiil, mig a b) esetben
= T.PROBA(A1: M1;A2:12;1;2)
modon kiértékelve a 20 szabadsagfoku Student — eloszlashoz tartozé

P& >[f(a0)| )= 0.01016

valoszinlség lesz az eredmény.

Kétoldali proba esetén a null-hipotézis elfogadasahoz elegend6 azt ellen-
6rizniink, hogy a kapott valészinGség érték nagyobb-e, mint az adott

szignifikancia szinthez tartozo % Az el6z6 példa a) esetében %z 0,025

és mivel 0,0203 < 0,025 ezért elutasitjuk a null-hipotézist, mint azt a kézi
szamolas esetén is tettik.

Egyoldali proba esetében a null-hipotézis elfogadasa egy kicsit bonyolul-
tabb. A (t8,+00) esetben a probat csak akkor kell elvégezni, ha a préba

statisztika értéke negativ, a (— OO,tl_g) esetben pedig amikor pozitiv, mi-
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vel az ellenkez6 esetekben a null-hipotézis automatikusan teljesil. A pro-
ba statisztika el6jelének meghatarozasakor csak a szamlalé el6jelet kell
meghatiroznunk, amit az MS Excel mar ismertetett ATLAG fiiggvényé-
nek alkalmazasaval szamithatunk ki a legegyszertibben. Amennyiben a
probat alkalmaznunk kell, akkor ha a kapott valoszintség érték nagyobb
mint az adott €, akkor a null-hipotézist elfogadjuk, ellenkez6 esetben pe-
dig elvetjuk.

. 5. példa. (F-proba.) Vizsgaljuk meg 95%-os szignifikancia szinten, hogy
i az el6z6 példa esetében jogos volt-e a szorasok egyezésére vonatkozd
1 feltevéstnk!

Megoldas. A null-hipotézis: Hy = {ﬂ = l} , ahol, azaz a § és | valoszi-
G2

nlségi valtozo szorasa megegyezik.

A probat altalaban csak ezzel a null-hipotézissel alkalmazzuk!

Az alkalmazott F-eloszlas szabadsagfoka (nl -Ln, - 2) = (12,8).

A proba statisztika

F(nl ~Lny-1) = 5>
S2
helyettesitési értéke pedig
A 113,0123
=—""""~1,3939.
(128) = 51 07861

A proba leirasanal mar emlitettitk, hogy ha a proba statisztika értéke 1-nél

a2
. A S
kisebb, azaz F(n _1n,-1) = % <1, akkor helyette az
S2
R a2
Fln, —1n, -1) = —% >1 statisztikat kell alkalmaznunk, mert altaliban csak
$

1
olyan tabldzatokat adnak meg, amelyekben csak az F eloszlas 1-nél na-
gyobb értékeihez tartozé valészintiségek szerepelnek.
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Az F-préba esetén mindig csak (— 00; Fl—a) elfogadasi tartomanyd
egyoldali probat hasznalunk. Mivel az F-eloszlas csak a (O,+oo) interval-
lumon vesz fel pozitiv értékeket, ezért ez itt (0, Fl_g) alakara egyszerlso-
dik. A jelen €=1-0,95=0,05 esetben az elfogadasi tartomany igy
(O, Fie ) = (O, F0’95 ) alaku lesz.

A (k,1) szabadsagfokt F-closzlds estén az closzlasfiiggvény helyett 4ltal-

ban az
Fiic)(x) = P(& > x) = 1= F 1)(x), x € (0,+e0)
fiiggvényt adjak meg, ahol Fy )-lel az F-eloszlés eloszlisfliggvényét jeldl-

tiik. Az MS Excelben az F ELOSZIAS név alatt is ezt a fiiggvényt talaljuk
és az INVERZ.F fuggvény ennek inverzét jeloli.
Az MS Excel hasznilata esetén Fg g5 = 3,2839 , amit az

= INVERZ.F(1-0,95;12;8)

kifejezés kiértékelésével kapunk.
Mivel F(ag)=13939 € (0:3.2839)=(0; F g,95) czért a null-hipotézi-

sunket elfogadjuk, azaz a valdszintiségi valtozok szorasa megegyezik.

Az F-proba az MS Excel
F.PROBA (t6mb1;t6mb2)

fligevényének felhasznalasaval egyszerbben is elvégezhetS. A #mb1 és a
timb2 paraméterek a mintakat tartalmazé cella-tartomanyok. A fuggvény
egy valoszintségértéket ad eredménytl.

Ha az A dpusu kazinhoz tartozé mintaértéket az AL:M1 cella-
tartomanyba, a B tipust kazinhoz tartozé mintaértékeket pedig az A2:12
cella-tartomanyba irjuk, akkor az el6z6 példa esetében a fiiggvényt

= F.PROBA(A1:M1;A2:12)

moédon kiértékelve a (12,8) szabadsagfoku F-eloszlashoz tartozé
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2-P(&> Fag) )= 0.6516

valészintséget kapjuk eredményil.

a2
S
~ n ,
Az F(n—1n,-1) = Tl <1 esetet az FPROBA automatikusan lekezeli.
S
n

Az FPROBA alkalmazasa esetén a null-hipotézis elfogadasihoz csak azt
kell ellenérizniink, hogy a kapott valdszintiség érték nagyobb-e mint az
adott szignifikancia szinthez tartoz6 € érték kétszerese. Az el6z6 példa
esetén €=0,05 és mivel 0,6516>2-0,05=0,1 ezért elfogadjuk a null-

hipotézist, mint azt a kézi szamolas esetén is tettiik.

3.7. Nemparameéteres probak

Ezekben az esetekben a hipotéziseink nem a paraméterekre vonatkoznak.
Az alabbiakban a hirom f6 nemparaméteres proba tipus (illeszkedésvizs-
galat, homogenitasvizsgalat, fiiggetlenségvizsgalat) ;(2 -eloszlason alapul6
probait ismertetjik. Mivel a probak aszimptotikus kozelitéseken alapulnak,
ezért csak nagy elemszamu mintak esetén vezetnek megbizhat6 kovetkez-

tetéshez.
Illeszkedésvizsgalatnak nevezzilk azokat a statisztikai probakat,

amelyek alapjan arr6l dontink, hogy valamely & valészinlségi valtozo el-
oszlasa lehet-e egy adott F( eloszlasfiigevénnyel jellemzett eloszlas.

3.7.1. llleszkedésvizsgalat 7~ -probaval

Alkalmazdsa: A
—OOSXO <X <. < X1 <Xy < 400

osztopontokkal alkalmas I csoport (intervallum) kijelolésével annak eldon-
tése, hogy egy ismeretlen eloszlasu & valdszinliségi valt6z6 eloszlasa lehet-
e egy adott F( eloszlasfiiggvénnyel jellemzett eloszlas.

A probastatisztika:
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ahol I a csoportok szama, N a minta elemszama, Pj = F (Xi )— Fo (Xi—l)
a P(Xi_1 <E< Xi) valészintség feltételezett értéke, és pj az [Xi_l,Xi)

r
intervallumba es6 mintaeclemek szama, tehat > pj =n.
i=1

Eloszldsa: Q%r—l) kozel (I‘—l) szabadsagfoku XZ -eloszlasu valoszintiségi
valtozo.

A préba esetén a feltételezett és a mintabdl szamolt relativ gyakorisagok-
kal becstlt tényleges valoszintségek eltérését az osztopontok altal megha-
tarozott

A ={x_<e<x} (i=1...r)

teljes eseményrendszer esetén vizsgaljuk.

Definiciéjukbdl kovetkezéen pj-k binomialis eloszlast (de nem fiigget-

len) valoszindségi valtozok, és megmutathatd, hogy ha a mintaelemek N

szama nagy, akkor a )A((zr_l) probastatisztika kozel (I’ —1) szabadsagfokua

xz -eloszlasu. A proba alkalmazasakor az N elemszamanak legalabb olyan

nagynak kell lennie, hogy az n- pj >10 feltétel teljesiiljon. Megjegyezziik,

hogy ez a feltétel olykor a cellak r szamanak cs6kkentésével is elérhetd.

Ha a p; valoszinGségek meghatarozasakor mintabol becstlt ismeretlen
paramétereket is felhasznalunk, akkor becsléses illeszkedésvizsgalatrol
beszéliink. A proba szabadsagfoka ekkor (r —l) ¢és a becstlt paraméterek
szamanak killonbsége lesz.

Homogenitasvizsgalatnak nevezziik azokat a statisztikai prébakat, ame-
lyek alapjan arrél dontiink, hogy két valoszintségi valtozo, & és n egyfor-
ma eloszlasi-e vagy sem.
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3.7.2. Homogenitasvizsgalat xz -probaval
Alkalmazdsa: A
—0 < Xg <X <...<Xp_1 <Xp £+
osztoépontokkal alkalmas I' csoport (intervallum) kijelolésével annak eldon-

tése, hogy két ismeretlen eloszlasu § és 1 valoszinlségi valtoz6 egyforma
eloszlasu-e vagy sem.

A prébastatisztika:
2
Hi Vi
m n r (n-pi—m-vi)?

-7
X )= 2 ———=—=m-n- >
(r=1) i=1 MitVj i=1 i +Vj

m-n

ahol I a csoportok szama, M a &-re és N az M-ra vonatkoz6 minta elem-
szama, Wi a &-re és vj az M-ra vonatkoz6 minta [Xi—ls Xi) intervallumba

r r
es6 mintaelemeinek szama: nyilvan > pj =M, és > vj =nN.
i=1 i=1

Eloszldsa: )z%r—l) kozel (I’ —l) szabadsagfoku Xz -eloszlasu valoszintségi
valtozo.

A préba estén a mintabdl szamolt relativ gyakorisagokkal becstilt tényleges
valoszintségek eltérését, az osztopontok altal meghatarozott

Ai = {Xi—l < E_, < Xi} (I :1,...,r) és Bi = {Xi—l <n< Xi} (I :1,...,r)
teljes eseményrendszerek esetén vizsgaljuk.

A statisztikai fligovényben szerepld Bi elatv gyakorisag a P(A| ), a
m

— pediga P(Bi) (I =1..., r) valészintiség mintabdl térténd becslése.
n
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Figgetlenségvizsgalatnak nevezzik azokat a statisztikai prébakat, ame-
lyek alapjan arrél dontiink, hogy két valdszintségi valtozo, & és n fligget-
len-e vagy sem.

3.7.3. Figgetlenségvizsgalat xz -prébaval

Alkalmazasa: Az X tengelyen felvett

—0 < Xg < X[ <...< Xp_| < Xp <400
és az Y tengely felvett

—o0 < Yo <Y1 <...<V¥g_-1<Ys < 400

osztopontokkal az XY sikon alkalmas I-S csoport (téglalap) kijel6lésével
annak eldontése, hogy két ismeretlen eloszlasu & és M valoszintségi vélto-
z6 fluggetlen-e vagy sem.

A probastatisztika:

ahol I-S a csoportok szama, N a (&,n)—ra vonatkoz6 minta elemszama,

S
Hij az [Xi_l,Xi)X[yj_1,yj) téglalapba, Mi*=_21uij —~
J:

;
[Xi_1.%i )x[Yo.Ys) savba, o j =_Zluij pedig az [XOer)X[Yj—I»Yj)
i=

rs
savba esé mintaelemek szama, azaz Y, Y, Hjj =n.
i=1j=1

)
Eloszldsa: X(r—l)-(S—l

kézel (r—1)-(s—1) szabadsicfoki 72 -closzlis
\ osel (r=1)-(5-1) ssabadsigfoks 1

valészintiségi valtozo.
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Ha & és m fuggetlen valészintségi valtozok, akkor
P(A-B)=P(A)-P(B)
tetszOleges
A={x<E<x+Ax}és B={y<m<y+Ay}

események esetén. A proba alkalmazasakor ezen egyenléségek teljestilését
csak a megadott osztopontok éaltal meghatarozott

A :{Xi—l S§<Xi} (I :1"">r)> BJ ={yj—l =n< yj} (J =1>""S)

teljes eseményrendszerek esetén vizsgaljuk, az egyes valoszintségek relativ
gyakorisagokkal val6 kozelitését alkalmazva. Tehat csak a

P(A -Bj)=P(%)-P(B;)
egyenl6ségek teljestilését ellendrizzitk. Az egyes valoszintségek helyett

pedig azok

P(a, .Bj)z”_r:j, P(A )= “ri]*

a relativ gyakorisagokkal valé kozelitésével szamolunk.

Ha a probat alkalmazva a valoszintségi valtozok figgetlenségére vonatko-
z6 null-hipotézisiinket el kell vetni, akkor a fugg6ségitk mértékét a kévet-
kez6 fejezetben ismertetésre kertlsé korrelacio- és regresszid analizissel
vizsgalhatjuk.

' 1. példa. (llleszkedésvizsgalat) Egy adott virdg szinenkénti closzlasira
. vonatkoz6 genetika elmélet szerint, a virdg rozsaszin, fehér és kék szind
. eléfordulasainak aranya 3:2:5. 100 palinta esetén az alabbi eredményeket
 kaptak:

Szin: tozsaszin | fehér kék
Palantak szama: 24 14 62

Vizsgaljuk meg 98%-os szignifikancia szinten, hogy az elméleti és mért
: gyakorisigok lényegesen kiilsnboznek-e!
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Megoldas. A null-hipotézis: H( = {a megfigyelt és az elméleti gyakorisa-

gok nem kiilonboznek lényegesen}. A rozsaszint 1-gyel, a fehéret 2-vel, és
a kéket 3-mal szdmozva a virdg szinenkénti eloszlasat jellemzé diszkrét &-
val valoszinliségi valtozé lehetséges értéket:

€ =1, haavirdgroszaszin,

€ =2, haaviragkek,

€ =3, haaviragfehér.
Az elméleti (feltételezett) F( eloszlasfiiggvénye pedig a megadott 3:2:5
szineloszlasi arany alapjan
0, hax<l,

—, hal<x<?2,
Fo(x)= Py (g <x)=112
—, ha2<x<3,

1, ha 3 < Xx.

Ennck megfelelen az
Xo =L X =2,Xy) =3,%X3 =4
osztoépontokkal az
[1,2), 2, 3), [3,4)
r =3 csoport (intervallum) kijelélésével az
A ={l<E<2, Ay ={2<E<3} Ay ={3<E<4]

teljes eseményrendszert kapjuk.
Az A (i =12, 3) események feltételezett P; valdszintségei

3
=Fy(2)-Fy(-0)=—
P1 0() 0( 00) 10’
2
=Fy(3)-Fy(2)==
P2 0() o() 10’
5
=F ~Fy(3)==
P3 o(+0°) 0() 10’
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az N =100 elemd mintabdl kapott gyakorisagértékek pedig
H :24, 2%) :14, K3 =62.

A szineket 6nkényesen szamoztuk meg, barmilyen mas szamozasuk is jo
lett volna. Arra azonban figyelni kell, hogy az elméleti eloszlastiiggvényt és

az Xj osztopontokat a szamozassal 6sszhangban {rjuk fel!

Az alkalmazott X2 -closzlas szabadsagfoka r—1=2.
A probastatisztika

helyettesitési értéke pedig

2 2 2
(24—100-3j (14—100-2) (62—100-5j
) 10 10 10

X(r) = + +
@) 100-i 100-i 100-i
10 10 10

=5,88.
XZ -préba esetében mindig csak (— oo,x? ) elfogadasi tartomanyu egy-
—€

oldali prébat alkalmazunk: mivel a Xz -closzlas csak a (O,+OO) intervallu-

2

mon vesz fel pozitiv értékeket ezért ez itt (O,X j alakara egyszerdso-

dik. A jelen €=1-0,98=0,02 esetben az elfogadasi tartomany igy

2 2 ,
0 =0 laku.
( ’Xlsj ( ’X0,98) aasd

A K szabadsigfoku XZ -eloszlas esetén az eloszlasfiiggvény helyett altala-

ban a

iﬁ(x): P(g>x)=1 —Xﬁ(x) (x € (0,+0))

figgvényt adjak meg, ahol Xﬁ -val a X2 -eloszlas eloszlasfiggvényét jelol-
titk. Az MS Excel-ben KHLELOSZILAS név alatt is ezt a fiiggvényt talal-
juk és az INVERZ.KHI fuggvény ennek inverzét jelSli.
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Az MS Excel hasznalata esetén X(2) 98 = 7,824 | amit az

= INVERZ.KHI(1-0,98;2)
kifejezés kiértékelésével kapunk.
Mivel )2(22) =5,88¢ (0, 7,824) = (0, X%’gg) ezért a null-hipotézisiinket el-

fogadjuk, azaz az elméleti és a megfigyelt gyakorisigok nem kiilonboznek
jelentSsen.

. 2. példa. (Homogenitasvizsgilat.) A Tisza Szegednél mért évi maximalis
1 vizallasaira 18761925 és 1926-1975 kozott a kovetkezs eredményeket
+ kaptak.

Maximalis vizallas | Gyakorisag Gyakorisag

méterben 1876-1925 1926-1975

V) kozott kozott
() ()

V<5 5 10

55V <6 11 11

6<V <7 13 13

7<V <8 13 10

gV 8 6

Osszesen m =50 n=>50

Vizsgaljuk meg 95%-os szignifikancia szinten, hogy a Tisza Szegednél
mért évi maximalis vizallasai ugyanazt az eloszlast kovették-e 18761925,
mint 1926-1975 kozott!

Megoldas. A null-hipotézis: H( ={a Tisza Szegednél mért évi vizallas
maximumai ugyanazt az eloszlast kévették 1876—1925, mint 19261975
kozott. }

Az 1876-1925 kozotti években mért maximalis vizallasokat jellemz6
valoszintségi valtozét jeldljik &E-vel, az 19261975 kozottit pedig 1-val.
Az adott gyakorisag tablazatnak megfeleléen az

Xg =—0,X] =5,Xy =6,X3 =7, X4 =8,X5 =0
0 1 2 3 4 5
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osztopontokkal a
(~0,5)[5,6). [6.7).[7.8). [8, 0)
r =5 csoport (intervallum) kijellésével az
A ={-0<E<5L A ={5<E<6), Ay ={6<E<T},
Ay ={7<6<8) Ag={8<E <o}
B ={~0<n<5,B,={5<n<6}, B3 ={6<n<7},
By ={7<n<8}, By = {8 <n <}
teljes eseményrendszereket kapjuk.
A magadott % értékek a P(A), a VTI értékek a P(B;) valoszintségek
kozelitései (i =1, 2, 3,4,5).

Az alkalmazott Xz -closzlas szabadsagfoka r—1=4.
A prébastatisztika

Hi Vi
m n) 1 Z'r:(n-ui—m-vi)2
i=1 HiTVi m-nij= Hi Vi

helyettesitési értéke pedig

(50-5—50-10)2+(50~11—50-11)2
15 22
2 1 (50-13-50-13)? .
4) = 50-50 " 26 N
+(50-13—50-10)2+(50-8—50-6)2
23 14
~2,3437.
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7’ -proba esetében mindig csak (— oo,xf ) elfogadasi tartomanyu egy-
—&

oldali prébat alkalmazunk: mivel a y* -eloszls csak a (0,+oo) intervallu-

2

mon vesz fel pozitiv értékeket ezért ez itt (O,X j alakura egyszer(iso-

dik. A jelen €=1-0,95=0,05 esetben az elfogadasi tartomany igy

0,2 jz 0,72 ) Jak.
[ Xl—s ( X0,95 v

Az MS Excel hasznalata esetén X% 95 = 9,4877, amit a

— INVERZ.KHI(1- 0,95;4)
kifejezés kiértékelésével kapunk.
Mivel 72(24) =2,3437 (0, 9,4877) = (o, Xg,%) ezért a null-hipotézisiin-

ket elfogadjuk, azaz az vizallas maximumai ugyanazt az eloszlast kovették
1876—1925 kozott, mint 19261975 kozott.

3. példa. (Fuggetlenségvizsgalat.) Vizsgalatot végeztek annak megallapita-
1 sara, hogy van-e Osszefiiggés a szemszin és a bér napon vald leégése ko-
| z6tt. Erre vonatkozéan egy 180 f6s véletlenszerd mintat véve az alibbi
. eredményeket kaptik.

Szemszin E;;;Z; Osszesen
magas | kozepes | alacsony

kék 19 27 4 50

barna 1 13 16 30

szurkés zold |27 48 25 100

Osszesen 47 88 45

i Vizsgaljuk meg 95%-o0s szignifikancia szinten, hogy a szemszin és a bor
1 leégésre valo érzékenysége kozott van-e Gsszefliggés!

Megoldas. A null-hipotézis: Hy ={a szemszin és a b6r napon valo le-

égésre valo érzékenysége kozott nincs Gsszefliggés}.
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A kéket 1-gyel, a barnat 2-vel, és a sziirkés zoldet 3-mal szamozva, a

szemszint jellemz6 diszkrét, &-val jelolt valészinlségi valtozé lehetséges

értékei:
&=1, haaszemszinkék,
€ =2, haaszemszinbarna,

€ =3, haaszemszinsziirkészold.
Ennek megfelel6en az
X0 =1, X1 =2, X2 =3, X3 =4

osztopontokkal az

[1,2), 2, 3), [3,4)
I =3 csoport (intervallum) kijel6lésével az
A ={l<E<2 Ay ={2<e<3 Ay ={3<E<4)

teljes eseményrendszert kapjuk.

A nagyot 1-gyel, a kdzepest 2-vel, és az alacsonyt 3-mal szimozva, a b6r-

érzékenységet mértékét jellemzé diszkrét, n-val jelolt valdszintségi valto-

26 lehetséges értéket:
n=1, hamagas,
n =2, hakozepes,

n =3, haalacsony.
Ennek megfeleléen az
Yo=LYy1=2,y,=3,y3=4

osztoépontokkal az

[1,2), [2, 3), [3.4)
S =3 csoport (intervallum) kijellésével a
B ={1<n<2},B, ={2<n<3},B; ={3<n<4}

teljes eseményrendszert kapjuk.
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A P(Ai -Bj ), P(A,) és a P(B j) valdszinlségekkel kapcsolatos gyakoti-

sag kozelitések a minta alapjan (i =123, j=1, 2,3):

Bl BZ BS
A1 Vi1 = 19 V’2 =27 Vi3 = 4 Vix = 50
A2 Vo1 =1 Voo =13 V23 =16 Vo =30
A3 V31 = 27 Vip = 48 V33 = 25 V3 = 100

Az P(Ai ) P(B j ) valoszinlségekkel kapcsolatos gyakorisag kozelitések a

P(A) -vel ésa P(B j )—Vel kapcsolatos gyakorisag kozelitések felhasznala-
saval (i=1,2,3; j =1,2,3):

B1 BZ B3
Vi " Vil Vi *Vs2 Vis " Vi3
A n n n Vis =50
50-47 50-88 5045
T 180 T 180 T 180
Vox " Vs Vs " Vx) Vox " Vx3
Al " n Vs =30
30-47 - 30-88 3045
T 180 T 180 T 180
V3x " Vx] V3x " Vi) V3x " V3
A n n n V3. =100
100-47 | _100-88 | 100-45
180 180 © 180
Vi =47 Vi =88 Vi3 =45

Az alkalmazott X2 -closzlas szabadsagfoka (r — 1)‘ (S — l) =4,
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A probastatisztika

helyettesitési értéke pedig

2 2
19_50.47j (27_50-88j
2 180 180

L4)T 5047 50-88
180 180
2 2 2
45045 | 30-47 133088
180 ) 180 ) . 180
5045 30 47 30-88
180 180 180 180
2 2 2
16 30-45 57 100-47 4g_ 100-88
. 180 ) 180 ) 180 ) .
30-45 10047 100-88
180 180 180
2
( 55— 10108-045)
~ 24,6082
100- 45 ’

180

XZ -préba esetén mindig csak (— 0,y 2 ) elfogadasi tartomanyu egy-
1-

€

oldali prébat alkalmazunk. Mivel a XZ -eloszlas csak a (0,+OO) intervallu-

mon vesz fel pozitiv értékeket, ezért ez itt (0,%2 ) alakara egyszertiso-
I-¢
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dik. A jelen €=1-0,95=0,05 esetben az elfogadasi tartomany igy

0,72 jz 0,72 ) Jak.
[ Xl—s ( X0,95 v

Az MS Excel hasznilata esetén XS 95 = 9,4877 , amit az

= INVERZ KHI(1-0,95;4)
kifejezés kiértékelésével kapunk.
Mivel 2(24) = 24,6082 ¢ (0, 9,4877) = (0, xg,%) ezért a null-hipotézisiin-

ket elutasitjuk, azaz a szemszin és a bér napon vald leégésre valo érzé-
kenysége kozott jelentSs (szignifikans) Osszefuggés van

A fuggetlenségvizsgalat az MS Excel
KHI.PROBA(témb1;t6mb2)

fugeovényének felhasznalasaval egyszertibben is elvégezhetd, ahol a #mb1 a

Wi s M i
Wij a z0mb2 pedig a Ll 13
n

értckeket tartalmazo cella-tartomanyok. A

tiggvény egy valosziniségértéket ad eredményiil.

Ha az el6z6 feladat g értékeit az Al:C3  cella-tartomanyba, a
His - M j
n
fuggvényt

értékeit pedig az DI1:F3 cella-tartomanyba irjuk, akkor a

= KHL.PROBA(A1: C3;D1: F3)
moédon kiértékelve a 4 szabadsagtoka X2 -eloszlashoz tartozé
P> %) )~ 0.00006

valészintséget kapjuk eredményil.

Az KHI.PROBAalkalmazisa esetén a null-hipotézis elfogadasahoz csak
azt kell ellenérizniink, hogy a kapott valoszintség érték nagyobb-e, mint
az adott szignifikancia szinthez tartoz6 € érték. Az el6z6 példa esetén
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€=0,05 és mivel 0,00006 < 0,05, ezért null-hipotézist elutasitjuk, mint

azt a kézi szamolas esetén is tettik.

3.8. Korrelacio- és regresszio elemzés

A gyakorlatban egy (&,n) valészintiségi valtozo par egytttes eloszlasat
rendszerint nem ismerjlk, a korrelacios egyutthatét és a masodfaju reg-
resszios fluggvényeket ezért nem tudjuk kiszamitani. Egy, a (é,n) parra
vonatkozo, (Xl Y1 ), (X2 Yo ), ey (Xn > Yn ) két-dimenziés mintabol (pont-
halmazbdl) kiindulva csak e mennyiségek kozelité értékeit (becsléseit) tud-
juk meghatarozni.

A két valoszinlségi valtozo kozotti esetleges linearis jellegt kapcsolat
erésségét jol jellemezd korrelacios egytitthatot értékét az alabbi tapasztalati
(empirikus) korrelacios egyttthatoval kozelitjik.

Definici6. Legyen (él,m)e(iz,nz),...,(gn,nn) a (&,n) valoszintiségi
vektorvaltozobdl vett N-elemd minta. A & és M valdszinlségi valtozok
tapasztalati (empirikus) korrelacids egylitthatéjan a

P :fﬁn(é-n)—fﬁn(&)'fﬁn(n)
= (&)= et

(l-gii 'ni]—(l' %%ij'(l' nnij
n j=1 n j=1 n j=1
AV
1-_%&%—@-%&} : 1-_§ni2—(1-_§nij
n j=1 n j=1 n j=1 n j=1

hanyadost értjiik.

2\

Az empirikus korrelacios egyiitthat6 a korrelacios egyttthatéhoz hasonlé
tulajdonsagokkal rendelkezik:

3.8.1. tétel. A & és m valdszinlségi valtozok f, empirikus korreldcios
egyttthatdjanak tulajdonsagai:

1. Ertéke mindig —1 és 1 k6z¢é esik, azaz

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutaté  Vissza 4 171 p



Valdszinliség-szamitas és matematikai statisztika

Matematikai statisztika

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutaté

~1<i(Em)<1.
2. Ha § és n fuggetlenek, akkor
fr(5,m)=0.
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3. Ha a két valoszintségi valtozo kozott linearis kapcesolat all fenn, azaz,

n=a-§+b, ahol a#0, akkor

f,(&,n)=1,ha a>0,¢és F,(E,m)=—1,ha a<0.

Ha a (é,n) parra vonatkoz6 konkrét (Xl, Y ), (Xz, %) ),...,(Xn, yn) két-

dimenziés minta (ponthalmaz) a & és az M valdszinlségi valtozok kozott
linearis 6sszefiiggésre utal, akkor azt az egyenest keressiik, ami a legkisebb

négyzetek elve alapjan a legjobban illeszkedik a megadott (xi,yi)

(i = 1,2,...,n) pontokhoz. Igy a valészintiségszamitasi részben ismerte-

tett, N-nak a &-re vonatkozo regresszios egyenesének egy kozelitését (becs-

1ését) kapjuk.

& és m kozott linedris jellegd kapcesolat

Feladatunk a kovetkez: Keressik azt az

y=a-X+b
egyenest, amelyre az
n
S(ab)= Xy ~(a-xi + b))?
i=

tiggvény minimalis lesz.
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A feladatot a kétdimenzids fuggvényekre vonatkozo szélséérték-sza-
mitasi moédszerekkel oldjuk meg.

frjuk fel S(a,b)-nck az a és a b szerinti parcilis derivaltjait, és allapit-

suk meg, hogy mely értékekre lesznek ezek zérusok.

0a5(a.0) = =2 X(y; ~(a-x +b))-x; = 0.

(i —(axi + b)) =

Ms

dpS(a,b)=-2-

Ebbdl atrendezéssel adodnak az tgynevezett normalegyenletek:

n D) n n n n
a- > X +b-Xxi=2X-Yj, a-2Xj+b-n=73Xy;.

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Ezek megoldasa
a= o220 bty () 20000

alakba irhato.
Igy a keresett egyenes egyenlete

y=a-X+b=
(e S [ () o
- o) 220y ) 2200 )

Hogy ez a tiiggvény valéban a kivant minimum tulajdonsaggal rendelkezik

( 025(a,b) abaas(a,b)J

opdaS(a,b)  pS(a,b)

az a

Hesse-matrix pozitiv definitségébdl kovetkezik, amit az 6§S(a, b)=2>0

és GgS(a,b)- 8§S(a,b)— (6b8a8(a,b))2 =4. 6% (2) > 0 egyenl6tlenségek

igazolnak.
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A gyakorlatban az (Xi , yi) (i = 1,2,...,n) ponthalmaz alakjatdl fuggSen,
az Y =a-X+b lineiris kozelitésen kivil a & és az M valdszinlségi vélto-

26k kozotti Gsszefiiggés kozelitésére az alabbi nemlinearis kozelitések is

szokasosak:
y=a- x24b.x4+c |(masodfoki kapcsolat)
y = a (hiperbolikus kapcsolat)
X+b
y=a- ebx (exponencialis kapcsolat)

Ezeken kivill mas, bonyolultabb figgvények is hasznalatosak.

Némelyik kapcsolatot konnyen visszavezethet$ linearisra. Exponencialis
kapcsolat esetén példaul

In(y)=b-x+In(a),
ami azt mutatja, hogy X és ln(y) kozott linearis a kapcsolat, és az

(Xi,ln(yi )) (i =1, 2,...,n) transzformalt ponthalmazra {gy linearis reg-

resszios kozelitést alkalmazhatunk.

1. példa. Azt tapasztaltak, hogy az import értékének novekedésével az
| importanyagok fuvarkéltsége linedrisan névekszik. Hét egymast kovetd év
: adatait a k6vetkez6 tablazat mutatja. Hatdrozzuk meg az adatokat négyze-
! tesen legjobban kozelits Yy =a-X+Db egyenest!

Az import értéke Az import fuvarkoltsége
milliard forintban milliard forintban

(i) (%)

94,8 2,64

112,8 2,83

1227 3,12

1341 3,31

1482 3,69

164,7 3,86

175,0 3,95
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Megoldas. A fuvarkoltségek alakuldsat a &, az import értékek alakuldst
pedig az n valészindségi valtozoval jelélve, a megadott tablazat a (é,n) -ra
vonatkozé konkrét N =7 elem® mintat tartalmazza.

A keresett @ és b egytitthatokat a

n 2 n n
a-yxi+b-Xx = XX Yj
i=1 i=1 i=1

n n
a-yx; +h-n=3xy;
i=1 i=1

egyenletrendszer megoldasaval kapjuk.
Az egyenletrendszer megoldasa

&y(m)
(e G-

v Jgil(iéﬂ X

Q)

2\

1 n 1 1 n 1 n
-inz—(-in] —- 2V ( ZYi]
n j=1 n j=1 n j=1 n j=1
1
2\
1 n o, 1 n
— XY = 2
n j=1 n j=1
X ~ 56,37,
AV
1 n 2 1 n
XX XX
n j=1 n j=1

= Zy. —- ¥ X |=-51,97.
n =

igy a négyzetesen legjobban kozelité egyenes:
y=a-Xx+b=5637-x-5197

Az MS Excel alkalmazasaval a keresett @ egyttthatot példaul a

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutaté ~ Vissza 4 175 P



Val6szinliség-szamitas és matematikai statisztika Matematikai statisztika

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Név- és targymutato Vissza < 176 p

= KORREL({2,64;2,83;3,12;3,31;3,69:3,86;3,95} ;
{94,8;112,8;122,7;134,1;148,2;167,7;175}) *
SZORASP({94,8;112,8;122,7;134,1;148,;167,7;175})/
SZORASP({2,64;2,83;3,12;3,31;3,69;3,86;3,95}),

b egytitthat6t pedig a

— ATLAG({94,8;112,8;122,7;134,1;148,2;167,7;175})
-56,37* ATLAG({2,64:2,83;3,12;3,31:3,69;3,86;3,95})

kifejezések kiértékelésével hatarozhatjuk meg.

A négyzetesen legjobban kozelit6 egyenes az MS Excel
LIN.ILL(témb1;témb2)

tuggvényének felhasznalasaval egyszeribben is meghatirozhatd, ahol a
timb1 az Y, a tomb2 pedig az X; értékeket tartalmazé cella-tartomanyok.

A figgvény az a és a b értékeket tartalmazé tombot adja eredményiil.

Ha az el6z6 feladat Y, értékeit az A1:G1 cellatartomanyba, az X; értékeit

pedigaz A2:G2 cella-tartomanyba irjuk, akkor a fuggvényt
= INDEX(LINILL(AI: G1;A2:G2);1;1)
modon kiértékelve az @, és
= INDEX(LINILL(A1: G1;A2:G2);1;2)

modon kiértékelve a b paraméter értékét kapjuk.

Az MS Excelben a LIN.ILL fuggvénynek a most mondottaknal sokkal
altalanosabb alakja is 1étezik.

A regresszié elemzéssel kapcsolatosan felhivjuk az Olvasé figyelmét az
MS Excel TREND, LOG.ILL és NOV fiiggvényeire.
Onmagiban is érdekes a korrelacios egyiitthaté szignifikancidjanak vizsga-
lata. Ha (?;,n) egytittes eloszlasa normalis, akkor annak a null-hipotézis-
nek a tesztelése, hogy a koztik levé korrelacios egyutthaté 0, egyben & és
1 figgetlenségének vizsgalatat is jelent.
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Név- és targymutato

B

becslés hatiasfoka 124
becslés, aszimptotikusan
torzitatlan 124
becslés, elégséges 129
becslés, hatiasos 123
becslés, konzisztens 128
becslés, torzitatlan 123
binomialis eloszlas 44

EE

egyenletes eloszlas 45

egymast kizaré események 14
egymintas t-proba 145
egymintas u-préba 143
egytittes eloszlastiggvény 68
eloszlas 37

eloszlasfigevény 37

empirikus eloszlasfiggvény 117
empirikus koézép 115

empirikus szérasnégyzet 116
esemény bekovetkezése 13
eseményalgebra 15

események egyenlGsége 13
események ellentettje 14
események fuggetlensége 22
események killonbsége 13
események Osszege 13
események szorzata 13
Euler-féle gamma-fiiggvény 109
exponencialis eloszlas 46

F

F-eloszlas 111
feltételes eloszlasfuggvény 90
feltételes relativ gyakorisag 20

feltételes straségfiigevény 91

feltételes valoszintség 20

feltételes varhat6 érték 92

F-préba 147

figgetlen valoszintségl valtozok
72

G

geometriai eloszlas 44
geometriai valoszintiségi mez6 19

Gy

gyakorisag 15
gyakorisagi hisztogram 119

H
hipergeometriai eloszlas 44
K

karakterisztikus eloszlas 43
kétmintas t-préba 146
kétmintas u-proba 144
khi-négyzet-eloszlas 109
khi-négyzet-proba,
figgetlenségvizgalat 160
khi-négyzet-proba,
homogenitasvizgalat 159
khi-négyzet-proba,
illeszkedésvizgalat 157
klasszikus valészintiségi mez6 19
kombinaci6 7
konfidencia intervallum 136
korrelacios egyttthat 97
korrelacios egytitthato,
tapasztalati 171
korrigalt tapasztalati
szorasnégyzet 116
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kovariancia 95

L

likelihood-figgvény 133

M

maximum likelihood médszer 131
mediin 117

minta kézéppontja 116
minta terjedelme 116

N
normalis eloszlas 46

P

paronként fiiggetlen események
23

peremeloszlas 68

perem-suirlségfiigevény 69

permutaci6 7

Poisson-eloszlas 45

R

regresszios fliggvény 98
relativ gyakorisag 15
rendezett minta 116

S

standard normalis eloszlas 47
statisztika 115

statisztikai hipotézis 139
statisztikai minta 115

4 179 p

statisztikai préba 139

statisztikai proba, konzisztens 142

statisztikai proba, paraméteres
143

Steiner-tétel 42

Student-eloszlas 110

striségfigovény 38

strGséghisztogram 119

Sz

szoras 40
szorasnégyzet 40

T

teljes eseményrendszer 17

teljesen fiiggetlen események 23

transzformalt valosziniiségi
valtoz6 50

\Y

valoszintségi mérték 16

valdszintiségl valtozé 35

valoszintségi valtozo, diszkrét 36

valoszindségi valtozo, folytonos
36

valoszintségi vektorvaltozé 68

varhato érték 39

variacié 7

variancia 40
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