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1 A folytonossagi egyenlet

Akéarcsak a Schrodinger és Klein-Gordon egyenlet esetén, azt reméljiik, hogy
a Dirac egyenletben szerepl6 bispinor alakd hullamfliggvénynek fizikai értelmet
tudunk adni, megszerkesztve a Dirac egyenlethez tartozoé kontinuitasi egyenletet.
Ahhoz hogy megkapjuk a folytonossigi egyenletet, balrél beszorozzuk a

TSR T
ZT“LE = —ichay D, + mc* B, (1)

(megj.: az ismétléd6 k index szummazast jelent a térkoordindték indexeire)
Dirac egyenletet a hullamfiiggvénynek megfelel6, konjugalt bispinorral:

Ut = (Psviel) (2)

fgy a kovetkezd egyenlethez jutunk:

ihib*%—ij = —ichdz*akaa—w + mcYT By (3)

Lk

Ennek az egyenletnek a konjugalt egyenlete:

oyt W = ich oyt apt +metpt gy (4)

—ih Dz

Az utébbi két egyenletet kivonva egymasbdl, megkapjuk a keresett folytonossagi
egyenletet:

ap

ot +divj =0 (5)

ahol:



=ty =i, (6)
j=cptay (7)

Azonnal lathatd, hogy a Klein-Gordon egyenlettdl eltéréen, a Dirac egyen-
let esetén a p mennyiség pozitivan definidlt és igy lehetségessé vallik az, hogy
valészinliség-siirtiségként értelmezhessiik, akarcsak a Schrodinger egyenlet esetén
tettiik. A p a részecske megtaldlhatdsigi valdszintliségsiiriisége lesz, ; meg neki
megfelel6 aramstiriség. Ezaltal nem adtunk azonban még fizikai értelmet a
bispinorban megjelen négy komponensnek. A tovdbbiakban az lesz a célunk,
hogy ezen négy komponens fizikai értelmét tisztazzuk.

2 A Dirac egyenlet megoldasa szabad részecskére

Feladatunk megoldani szabadon mozgé részecske esetén a Dirac egyenletet, és
a megoldasnak a fizikai értelmezése. Reméljiik, hogy ezéltal kozelebb jutunk
ahhoz is, hogy a hulldmfiiggvény bispinorat értelmezzitk. A Pauli egyenlet
esetén lattuk, hogy a spinor alakd hullamfiiggvényt a spin szabadségi fokok
bevezetésére hasznaltuk. Analég médon azt varndnk el, hogy a Dirac egyenlet
esetén is ezek a komponensek valahogy a spin-szabadsédgi fokokhoz kapcsolod-

janak.
Az els6 fontos észrevétel az, hogy az impulzusnyomaték valamely kompo-
nenséhez rendelt operator (példdul Ly = L.) most nem kommutdl a Dirac

egyenletben szerepléo Hamilton fiiggvénnyel:

[ﬁ, fis} = [007174' Bmc?, x1ps — 332131} = (8)
= c{oap2 [p1,21] — Py [P2, x2]} = —ich (P2 — agp1) # 0

A nemrelativisztikus kvantummechanikaban tanultak alapjan, ezért az ko-
vetkezik, hogy az impulzusnyomaték egy szabad részecskére nem mozgasallando
(vagyis ha egy szabad részecske energidja adott, az impulzusnyomaték nem egy
jol meghatérozott mennyiség). Hogy megmentsiik szabad részecskére az im-
pulzusnyomaték megmaraddsdnak a torvényét (ami a tér forgds-szimetridjat
titkrozi) feltételezziik, hogy a részecske 6sz-impulzusnyomatékaban:

J=L+S (9)
szerepelnie kell feltétleniil egy mozgasallapottol fliggetlen impulzusnyomatéknak

(S) ami a részecske spinje. Ezt az S impulzusnyomatékot ugy kell meghataroznunk,
hogy teljestiljenek az aldbbi feltételek:

e A S hez rendelt vektoridlis operator komponensei teljesitsék az impulzus-
nyomaték operator komponenseire jellemz6 kommutalédsi Osszefiiggéseket:

[S‘l, S‘Q} — ihSs (10)



|:§2, §3:| = ih$ (11)
[S‘g, S‘l} — ihSy (12)

°a S-hez rendelt operator kommutaljon a L-hez rendelt operdtorral, hogy a
J bssz- impulzusnyomaték értelmezve legyen. (S és L egyszerre és egzaktul
mérhetd legyen)

[SJL,C} —0;(j,k=1,2,3) (13)

e a teljes J impulzusnyomatékhoz rendelt operdtor kommutéaljon a H o-
peratorral, hogy J mozgéasilland6 lehessen szabad és rogzitett energiaju
részecske esetén. Igy szabad részecskére az impulzusnyomaték megmaradasa
ne sériiljon!

[ ] = 05 (k= 1,2,3) (14)

Azonnal ellenérizhetd, hogy a

h

S = 15
55 (15)
megvalasztassal az sszes fenti feltétel teljestil. A ) vektort, a hozza rendelt

operatoron keresztiil értelmezziik. Ezen vektorialis operator komponensei

21 = —iagag (16)
22 = —iOZ3OZ1 (17)
23 = —iOqOég, (18)

ahol «a; a Dirac matrixokat jel6li. A 5 operator tehat a Dirac egyenlet
altal leirt részecske spinjét (belsé impulzusnyomatékat) jellemzi. Ahhoz, hogy
meghatdrozzuk a részecske spinjét (vagy jobban mondva spin-kvantumszamat)
a spint jellemzd vektoridlis operator egyik komponensének a sajdtértékeit ke-
ressiik. A megszokés szerint legyen ez 3. Keressiik tehdt Y5 sajatértékeit. A
Dirac matrixokra a bevezetett reprezentaciét hasznélva

> . 0 g1 0 g9 o

o Z(ﬁ O)(@ 0)_ (19)
. 0109 0 - i0'3 0 _ 03 0

_Z< 0 0109 > o Z< 0 iU3 ) o < 0 g3 ) (20)

behelyetesitve a o3 Pauli matrix alakjat:

1 0 0 0

. 0 -1 0 0

%= 1o 0 1 0 (21)
0 0 0 -1



Innen azonnal, kovetkezik, hogy az Ss operator sajatértékei +h/2, és min-
denik kétszeresen elfajult. Hasonlé eredményre jutunk (csak komplikéltabb
médoén) ha a Sy vagy Sy komponensekkel dolgozunk. Ezéltal kijelenthetjiik,
hogy a Dirac egyenlet egy s = 1/2 spin-kvantumszdmmal rendelkez részecskét
irle! Az s = 1/2-es spin léte automatikusan benne van tehét a Dirac egyenletbe
azaltal, hogy a hullamfiiggvény egy tobbkomponensii mennyiség. A Pauli egyen-
letnél tanultak értelmében azonban egy s = 1/2-es spin-kvantumszammal ren-
delkez6 részecske leirdsara elegendd lenne egy kétkomponensti spinor is. A Dirac
egyenletnél azonban az s = 1/2-es spinii részecske leirdséra egy négykomponensii
bispinort hasznalunk. Meg kell tehdt még magyardzni honnan adédik négy és
nem csak két komponens. Azért, hogy e kérdésre valaszt adhassunk, vizsgaljuk
egy szabad részecske mozgasat a z tengely irdnydban. A megoldast a nemrela-
tivisztikus esethez hasonléan sikhulldm alakban keressiik:

W(F, t) = uek Psra=FL) (22)

ahol u egy konstans bispinor:

Behelyetesitve ezt a megoldast a Dirac-egyenlet ismert alakjiba, az

Eu = cpzasu + mc®fu, (24)

egyenlet adédik. Mivel ebben az egyenletben 4 x 4-es matrixok szerepelnek, az
egyenlet ekvivalens négy egyenlettel. Felhaszalva az a3 és B matrixok alakjat,
az altalunk hasznalt reprezentaciéban:

(E —mc*)uy — epsuz =0 (25)
(E — mc*)ug — cpsug = 0 (26)
(E 4+ mc*)uz — cpzur =0 (27)
(E 4+ mc?)uy — cpzus =0 (28)

Ahhoz, hogy ennek az egyenletrendszernek a trividlistél (v, = 0) kiilonb6z6
megoldasai legyenek, az sziikséges, hogy az egyenletrendszer determinansa nulla
legyen. Vagyis:

E — mc? 0 —cps3 0
0 E —mc? 0 cp3
—cp3 0 E +mc? 0 =0, (29)
0 cps 0 E +mc?



ahonnan az F értékére azonnal két megoldas adddik:

E = +cy/p3 +m2c? = +E, (30)

Lathato, hogy akarcsak a zérds spinfi részecskékre felirt Klein-Gordon egyen-
let esetén, itt is megjelennek negativ energidji megoldésok!

Az E = +FE, megoldés esetén két egymdstol linedrisan fliggetlen bispinort
kapunk,

1 1
0 0
ur =N cps surp = N 0 (31)
E,+mc? s
0 - E,+mc?
és hasonléan az F/ = —E, esetben is:
cp:
- Ep+:nc2 023
urrr = N (1) sury = N E”BmCQ (32)
0 1

Azonnal belathatd, hogy az N normalasi faktor értéke mint a négy linearisan

fliggetlen megoldésra:
E, +mc?
N=, 2 — 33
| aE (33)

Azt kapjuk tehat, hogy szabad részecskére a Hamilton operdtornak két
(egymassal ellenkezé el6jelil) megolddsa van, és mindenik megoldds kéteszeresen
elfajult. A z tengely iranyaban valé szabad mozgas speciélis esetében a Hamil-
ton operator, kommutal az S3 spinkomponenshez rendelt operatorral. Igy ezen
sajatallapotokban egzaktul meghatarozhaté Ss érteke is. Miel6tt elvégeznénk
ezt, egy lényeges megjegyzést kell tenniink. Altalénos esetben [H, Ss] # 0, és a
Hamilton operator nem Ss-al, hanem az Y

79y (34)

helicitas operdtorral kommutal. A helicitds-operator a spin-operétor pro-
jekcidja az impulzus-vektor irdnydba. Ha a részecske impulzusa, a z tengely
irdnyédba mutat azonnal kovetkezik, hogy a helicitds-soperédtor Xg, vagyis: [H, S3] =
0.



Az Ss operatorral hatva az w, energia-sajatvektorokra, azonnal addédik,
hogy:

. h A h - h . h
Sauy = S UL Ssurr = QUL Szurrr = SUIIT; Szury = —gurv (35)

Figyelembe véve, hogy:
Huy = Eyur; Hurr = Epurr; Hurrr = —Epuprr; Hupy = —Epupy, (36)

fizikai értelmet tudunk adni gy az energia-sajatértékek mind pedig az Ss
sajatértékek kétszeres elfajulasara. Jol meghatdrozott impulzusi szabad részecske
esetén tehdt négy egymadstdl fliiggetlen megoldast kapunk (ahogy ez elvdarhato
abbdl, hogy a hullamfliggvény egy bispinor) és ez a négy megoldds a H és S;
oparatoroknak a kovetkezo sajatértékeinek felel meg:

(i) (s t) (s o

A Dirac egyenletben levd bispinor alakd hullamfiiggvény négy komponensének
tehdt egy fizikai értelmet is tudunk adni: ez a négy komponens azért jelenik
meg, hogy jellemezziik az s = 1/2-es spinkvantumszamu részecske lehetséges
spin-allapotait, és ugyanakkor az egyelére magyarazatlan pozitiv illetve negativ
energiaja allapotokat. A negativ energidju dllapotoknak még eddig nem tudtunk
fizikai értelmet adni, mert ilyen esettel a gyakorlatban még nem talalkoztunk
(A relativtaselmélet E = mc? Osszefiiggése értelmében a negativ energidji
allapotok negativ tomegi dllapotokat jelentene!). Ezen problémaval egy kés6bbi
részben fogunk majd foglalkozni.

A nemrelativisztukus hatdresetben E, ~ mc? és {gy:

€p3 - b3
E,+mc  2me

~ % <1 (38)

A négy w, bispinor esetén el lehet hanyagolni ezen kis tagokat és igy a
kovetkez6 eredményre jutunk:

1 1
0 0
ur = N 0 urr = N 0 (39)
0 0
0 0
0 0
urrr = N 1 ury = N 0 (40)
0 1

A nemreletivisztikus hataresetben tehat a Dirac egyenlet bispinoranak négy
komponense, rendre a



e + energidju és +1/2h-s S spinfl
e + energidju és —1/2h-s S3 spinfi
e — energidju és +1/2h-s S3 spinfl
e — energiaju és —1/2h-s S3 spinfl

allapotok hullamfiiggvényeit adja meg.

3 A Dirac egyenlet kovarians alakja

A Dirac egyenlet:

m%—f = (ca@p +mc*B) (41)

A fenti egyenlet egy szimmetrikusabb formaba frhaté a v, (¢ = 1,2,3,4)
matrixok bevezetésével:

Ve = _iﬁak(k =12, 3) (42)
Ya=0 (43)

Kényen igazolhatjuk, hogy a v, matrixok hermitikusak, vagyis v, = v, €s
ellendrizhetjik, hogy igaz redjuk a kovetkezo egyenlet:

VYo + VY = 20 (1, v = 1,2,3,4) (44)

Bevezetve az x4 = ict négyes koordindtat és a (41) Dirac egyenletet balrl
beszorozva i3/ c-vel:

B-ih 0L — (iB7 + imes?) =0 (15)
T4

Felhasznalva az alabbi jel6léseket,

0

py = —ih—— 46
Y22 ? B (46)
—ifa =4
a (45) egyenlet tovdbb alakithato:
(Yaba + TP — ime)p = 0 (47)

Bevezetve most a



VuPu = Vaba + TP (48)

kovarians, négyesvektorokkal felirt alakot, azonnal adédik a Dirac egyenlet
kovarians alakja:

(YuPp — ime)yp = 0 (49)

Felirhatjuk az ezzel hermitikusan konjugalt egyenletet is:

VT ((yupu)t +ime)p =0 (50)

Felhasznalva, hogy p = ps és § = ihV = —p'a fenti alak tovébb alakithaté:

O (Yaps — AP+ ime)p =0 (51)

Az egyenletet y4-€l jobbrol beszorozva, és felhasznalva a v matrixokra érvényes
antikommutdlasi Gsszefliggéseket:

Oy (Yapa + 7P+ ime) = 0 (52)

Bezezetve, most az dgynevezett "adjungalt” hullamfiiggvényt

T = vt (53)
1 0 0 O
- * ok 1
o= @D | oo a4 o | = (54)
0 0 0 -1

= (Y1v3 —¥3 — i),

azonnal megkapjuk a konjugalt Dirac egyenlet gyakorian hasznélt alakjat is:

Y(Yupp +ime) =0 (55)



4 Részecske elektromagneses térben

Egy e toltéssel rendelkezé Dirac részecske (1/2-es spinti részecske) hullimegyenlete
egy kiils6 elektromdagneses térben , formélisan megkaphaté gy ahogy a Schrédinger
egyenlet és a Klein-Gordon egyenlet esetén tettiik, a p,, operdtort a p, —eA,
operatorral kicserélve. (Akdrcsak a Klein-gordon egyenlet esetén, A, itt is a
négyespotencialt jelenti). Az egyenlet automatikusan kovaridns marad, ugya-
nis a p, és A, mennyiségek ugyanolyan médon transzformalodnak. A Dirac
egyenlet kovaridns alakja tehat elektromdagneses térben:

(Yu(Pu — eAy) —ime)yp =0 (56)

Az egyenletet felirhatjuk a Hamilton operator segitségével is:

. O
o

Ez a parcialis differencidl-egyenletrendszer megodlhaté néhany egyszeri es-
etben, mint példdul Coulomb tér esetén vagy homogén magneses térben.

A Coulomb tipusi centrilis térben valé megoldés lényeges a Hidrogén tipusi
atomok energianivéinak a pontos meghatarozasara. Komplikdlt szamitasok
utdn, azt kapjuk, hogy az energianivékat egy n’ fékvantumszam, és az Ossz-
impulzusnyomaték moduluszat jellemz6 j mellékkvantumszam hatdrozza meg:

= Hy = (cd(p — eA) + Bmc? + eAg)y (57)

222
Bnj=mc® {1+ c (58)
(n/+ /j+%+0[2z2)
Az n’ és j kvantumszéamok lehetséges értékei
n =0,1,2,4, (59)
. 1357
]_57555555“'5 (60)
és
2
1
- (61)

“= 4dreghe = 137

az ugynevezett finomszerkezeti dllando. Mivel a finomszerkezeti allandé
kicsi, az E,,; kifejezésében a gyok sorbafejthetd, és az els6 tagok alapjan megkapjuk
az energiaszintek megkozelito értékeit



1 Z? a?z? 1 3
E,; =mc® — —a*mc? = {1 —_—— 62
§Tme T me Ty * n \j+3 4n + (62)

ahol
N
n=mn —1—3—&—5:1,273,..., (63)

a Schrodinger egyenlet megolddsabdl ismert f6kvantumszdam. A (62) képletben
az els6 tag a nyugalmi tomegnek megfelel6 energia, a masodik tag a nemrela-
tivisztikus megoldas soran kapott érték, és a kovetkezd tagok a relativisztikus ko-
rrekcidkat adjak. Az energianivéknak a j kvantumszamtol vald fliggése a nemrel-
ativisztikus elméletben nem jelenik meg. Ez a j-t6l valo fliggés az ugynevezett fi-
nomszerkezetet adja. A nagyfelbontdsu spektroszkopokkal kapott kisérleti eredmények
igazoljak a Hidrogén tipusi atomok finom szerkezetének a 1étét, vagyis az en-
ergianivék nagyon kismértékii felhasaddsat a j fliggvényében. A Dirac egyen-
let sem irja azonben le tokéletesen a Hidrogén energianivéit, ezeknek a teljes
leirasat a relativisztikus kvantum-térelmélet adja. Egy azonnali példa erre a
28512, 2Py 3, és 2P3 5 energiadllapotok. A nemrelativisztikus tdrgyalds alapjan
ezeknek az energidi azonosak. A Dirac elmélet alapjan a 2.5, /5 és 2P /5 dllapotok
energidi azonosak, mig a 2Py, allapot energidja valamicskével (10~*eV) nagy-
obb. A nagyon preciz mérések azonban azt adjdk, hogy a 2S;,, allapot en-
ergidja valamicskével kiilonbozik a 2P, dllapot energidjatol. Ez a jelenség
az ugynevezett Lamb effektus, melynek a magyardzata csak a relativisztikus
kvantum-térelmélet keretében lesz lehetséges.

5 Toltéskonjugacio
Célunk most a —e toltésii Dirac részecske hullamfiiggvényének a megadasa elek-

tromégneses térben, ha ismerjiik az e t0ltésii részecske hulldmfiiggvényét.
Kiindulunk a Dirac egyenlet kovarians alakjabol elektromégneses térben:

(Vu (P — eAy) —ime)p =0 (64)

A konjugalt egyenlet, kiilonvalasztva a negyedik komponenst:

(Vs = eAD) + 77 — eA") +ime) v =0 (65)
Figyelembe véve azt hogy

P =P P =1 (66)
Ay = (ZAO) = A=Ay, A=A,
& &

10



(Ao = ¢ a skalarpotenciél) a konjugdlt egyenlet a kovetkez6 alakra hozhaté:

(=731 + eAq) + 75+ e ) = ime) 4" =0 (67)

Egy C transzformacio segitségével bevezetiink egy 1j fiiggvényt, 1.-t, amit
a kovetkezdképpen definialunk

¥* = Oy vagy Yo = 77, (68)

ahol a C operdtor (métrix) eleget tesz a kovetkez6 &sszefiiggéseknek

5y =C"1y*C (69)
v =—-C'5;C, (70)

és kommutdl a p,, operatorokkal.

A (67) egyenletet operatoraiban végrehajtva most a C' transzformdciot, vagy
ha tgy tetszik 1*-ot 1 fiigvényében felirva, és az egyenletet balrél C~'-el
beszorozva:

(Yu (P + €Ay) — ime) o =0, (71)

ami egy —e t0ltési részecskére felirt Dirac egyenlet. Ennek a 1 megoldasa
direkt médon kapcsolddik tehat az e t6ltést részecskére kapott megoldashoz:

o = C 1y (72)

Ha meghatdrozzuk tehét a (70) tulajdonsdgoknak eleget tevé C' métrixot, a
1 ismeretében egyértelmilen megkapjuk a keresett o megoldast. A C' métrix
alakja persze fiigg a Dirac métrixok felirdsdhoz hasznélt reprezentiaciétdl. Azon-
nal belathaté, hogy a

C= Y2 (73)

megvalasztassal a kivant tulajdonsigok teljesiilnek, ugyanis -5 antikom-
mutal barmely més v; Dirac matrixxal, és trividlisan kommutdl sajat magaval.
A vélasztott reprezentdciéban o valds, tehat C* = C. Ugyanakkor 73 = 1.

Figyelembe véve azt is, hogy a 7, mdatrixok hermitikusak, azonnal adédik a
keresett C-re, hogy:

C=Ct=Cr=C"! (74)

11



6 Negativ energiaval rendelkez6 allapotok. A
pozitron

A negativ energiaji allapotok léte egy komoly problémét jelnetett a Dirac egyen-
let szamara. Negativ energiaju allapotokban a tomeg is negativ lenne, egy
negativ tomegi részecske meg nagyon furcsan viselkedne: a red haté erdvel el-
lenkezd iranyban gyorsulna, az impulzusa a sebességével ellenkez6 irdnyitasi
lenne, és sok méas eddig nem megfigyelt tulajdonsaggal rendelkezne. Mivel ilyen
negativ tomegl részecskéket a fizika nem figyelt meg, valami mas magyarazatot
kellett adni a negativ energiaji allapotoknak.

A manapsdg elfogadott lyuk-elméletetet, Dirac javasolta 1930-ban. A lyuk-
elmélet alapjan a mindent koriilvevé vakum, egy negativ energidji részecskék
tengere, ahol minden lehetséges negativ dllapot be van toltve. A vakum tehat
egy végtelen slirliségli Fermi géz, ahol az Osszes lehetséges energia-allapotok
foglaltak. Egy ilyen Fermi gaz megfigyelhetetlen, és fizikailag tehdt ugyanolyan
tulajdonsdgokkal rendelkezik mint a klasszikus vikum. A 1étezd feles spini
részecskéink nem keriilhetnek tehat negativ energidji allapotokban, mivel ezen
allapotok foglaltak. (Az egyszeriiség kedvéért beszéljiink a kévetkezékben elek-
tronokrdl, ugyanis ezek azon 1/2-es spinfi eleminek tekintett részecskék, melyekre
a Dirac egyenletet a leginkédbb alkalmazzuk). Ha a teljesen betoltott negativ en-
ergiaju elektronok tengerébol hianyzik egy elektron, ez ugy viselkedik mint egy
"lyuk”, és az igy kapott rendszer ekvivalens egy ellenkezd tomegi, ellenkez6 en-
ergiaju és toltésii részecskével. Egy ilyen részecske tehdt tigy jelenne meg mint az
elektron tomegével egyenld tomegli, de pozitiv e toltéssel rendelkezd részecske.
Egy ilyen részecskét pozitronnak neveziik, és azt mondjuk, hogy az elektron
antirészecskéje. Dirac lyuk-elméletére azutdn kezdtek felfigyelni, miutdn An-
derson 1932-ben kisérletileg felfedezte a pozitront. Manapsag gy tartjuk, hogy
nem csak az elektronnak, hanem minden més elemi részecskének is létezik an-
tirészecskéje. Ezek koziil sokat kisérletileg is sikeriilt hamar felfedezniink.

A lyuk-elmélet egy masik nagy sikere, hogy konszekvensen magyarazza a
részecske-antirészecske anihilacio és parkeltés jelenségeit is. Ha a negativ en-
ergiaju részecskék tengerében egy részecske elegendd energidhoz jut, hogy a
végso energidja pozitiv legyen, a részecske megjelenik az altalunk észlelt pozitiv
energidju vildgban, és egy lyukat hagy maga utdn. Ez a lyuk, meg az el6bbiek
alapjan tgy viselkedik, mint egy antirészecske. Ezaltal, tehat egy £ > 2mc?
energia befektetésével egy részecske-antirészecske part tudunk kelteni. Ezt a
parkeltési folyamatot szamos kisérlet igazolja.

Egy 1étez6 részecske és antirészecske ugyanakkor anihilalodhat, a részecske
beugorva a negativ energiaju szabad helyre. Ezaltal gy a részecske mint az
antirészecske szamunkra eltiinik. Egy ilyen anihildciés folyamat sordn 2mc?
energia szabadulna fel. Az elektron-pozitron anihildciés folyamatok manapsag
az elemi részecske fizkdban egy klasszikus jelenségnek szamitanak.

Dirac lyukelmélete tehat sikeresen magyarazza a negativ energiaja allapotok
megfigyelhetetlenségét, illetve a részecskéknek megfelels antirészecskék 1étét és
ezeknek szamos tulajdonsagait. A lyukelméletben bevezetett teljesen elfoglalt
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és ezért megfigyelhetetlen negativ energiaji allapotok léte nehezen elfogadhato
azonban még ma is szdmos fizkus szdmaéra.

7 A nemrelativisztikus és gyengén relativisztikus
kozelités

Olyan esetekben, mikor az 1/2-es spinnel rendelkezd részecske témege nem
kiilonbozik jelentos mértékben a nyugalmi tomegtol, vagyis a részecske sebessége
nem kozeliti meg tilsagosan a fénysebességet a nehezen kezelhet6 Dirac egyenlet
helyett egy valamicskével egyszer(ibb egyenlettel dolgozhatunk. Célunk, ezen
egyszeriibb, gyengén relativisztikus egyenlet levezetése. Mielott nekifognank
ezen feladatnak, itt megjegyezziik, hogy ezen rész soran a Dirac egyenletben
szerepld p,, operdtorok jelélésében a kalapot végig melldzni fogjuk. Mindig ny-
ilvanvalé kell legyen azonban szamunkra mikor van szé operatorrdl, és mikor
egyszer fizikai mennyiségrol!

Ha a szabad részecske mozgasandl kapott megoldasokat vizsgaljuk, a gyengén
relativisztikus esetben azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a bispinor alaki
megoldasban levé két spinor komponens

w:( i’ ) (75)

koziil az egyik jéval kissebb a mésikndl. Ha E = +E,, akkor x' <« ¢'.
A (57) egyenletben a 1 fliggvény helyett egy Gjabb @ fiiggvényt vezetiink
be, hogy kiilonvalasszuk a nyugalmi tomeghez tartozo energiat:

W= Peime’t/h (76)

Behelyetesitve ezt a Dirac egyenlet (57) alakjdba azt kapjuk, hogy:

" = (c@'(ﬁ— ed) + (B — )me® + eAO) ) (77)

ot
q>:< ’ ) (78)

jel6lésel az egyenlet felbomlik két 2 x 2-es matrix egyenletre:

o -
zha—f = cF(p—eA)x+edop (79)
m% = 3§ — eA)p+ edox — 2mc’x (80)
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A kis mozgdasi sebességek hatdresetében x < ¢, ezért a (80) egyenletben
elhanyagolhatok azok a tagok amelyek a x spinort tartalmazzak, kivéve az
utolsé tagot, ahol ez a nagy mc? taggal van szorozva. Eziltal a (80) egyen-
let értelmében:

:—H D — A 1
b% 2mca(p eA)p (81)

Ezt visszahelyetesitve a (79) egyenletbe:

1% = { ol AP + eof (52)

Felhasznalva most a Pauli matrixokra érvényes:

— —

(7A)(B) = AB + io(A x B) (83)
egyenletet, irhatjuk, hogy

ahol:
B =rotd (85)

A (84) alakot haszndlva most a (82) egyenletbe, azonnal adédik a szémunkra
mar jol ismert Pauli egyenlet:

dp  ~ 1 - eh _ =
h—=Hp=1{ —[d(p—eA))> + edy — —FB 86
iho, © {2m[a(p eA)]” +eAp 50 }gp (86)

A Pauli egyenlet, tehdt a Dirac egyenlet nemrelativisztikus alakja. [’ng
kaptuk meg, hogy elhanyagoltuk az Osszes v/c-s tagokat, és az egyenletben ezért
¢ mar nem szerepel. A Pauli egyenlet a Schrodinger egyenlettél a megjelend

Vip = ——&B 87
50 (87)

spin-méagneses tér kolcsonhatdsi tagban kiillonbozik. Az egyenlet féleg elek-
tronokra érvényes, és az egyenlet alapjan kovetkezik az elektron spin-mégneses
nyomatéka:

L eh

A megtaldlhatésagi valésziniiség-siiriiség
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p=vT=pTo+xTx (89)

alakjaban az utolsé tagot elhanyagolhatjuk, és ezaltal megkapjuk a Pauli
egyenlet esetén a valdszinliség-siirliség alakjat az egyenletben szereplé spinor
segitségével:

p=9p (90)

A kovetkezOkben vizsgaljuk a Dirac egyenletet egy jobb megkozelitést alkal-
mazva, ami a gyengén relativisztikus hatdresetet fogja lefrni. Az egyszeriiség
kedvéért tekintsiik azt, hogy a vonatkoztatdsi rendszeriinkben csak elektrosz-
tatikus tér van, vagyis: A = 0. Felirjuk az A = 0 esetben a (79), (80) és (81)
egyenleteket:

0
ma—‘f =GPy + edop (91)
0
zha—); = cFpp + eAgx — 2mcty (92)
1
X = 5—0pp (93)

2me

A (92) egyenlet utolsé tagjabol kifejezziik y értékét

1 ox
X = 55 [copap + eAgx —ih at} (94)

majd a fenti kifejezésben lev6 idészerinti derivalt tagban behelyetesitjik a
(93) formét:

_ 1 AO SN ih _,_,8§0
X T ome [ i ome 'Y 2me’ P at} (95)
A fenti egyenletet behelyetesitve (91)-be
2 2
: P~ |9 _ | P” z
e e e L)

ezt meg beszorozva bal oldalrdl 1 — p? /4m?2c?-el , és csak a (v/c)?-es nagy-
sagrendig megtartva a tagokat, egy klasszikus

Zh%_t H'o (97)
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formédban irhaté egyenletet kapunk. A megjelené Hamilton operdtor alakja:

O/ p2 pQ p4 € 2

H' = —+eAg+ —=(6P)Ag(6P) — —— — ——
2m tedot 4m?2c? (79)4o(@P) sm3c2  am22t
A megjelené (97) egyenlet azonban nem analég a Schrodinger egyenlettel,
ugyanis a [ o1 odi valésziniiség-stirtiség id6ben nem lesz dllandé. Ez azonnal
beldthaté, ugyanis a (89) képletben itt mar nem elhanyagolhaté a x*x tag!
Ezért ¢ egy nem jol értelmezett spinor-hullamfiiggvény lesz. Helyette be kell

vezetniink a ¢ hullamfiiggvényt, amelyre:

Ao (98)

d o
7 /(p{)"gpodr =0 (99)

Tételezzik fel, hogy o

wo = Ogp (100)

transzfroméacioval kaphaté meg, és po-ra igaz:

/warcpodv?: /(tp+cp +xx)dr (101)
Behelyetesitve ide x értékét a nullad-rendii (81) kozelitésben
+ + P’
/gpo podi = /gp {1 + 4m2c2] pdr, (102)

azonnal adédik a O operator alakja:

2

A D 1/2 p?
=14+ ——= ~14+ —— 1
O { + 4m262] + Sm2c2 (103)

Ezt a transzformdciét végrehajtva a (97) egyenletben:
n2 H (104)
1N — =

H=0H0O" (105)

egy rovid szamitds utan adodik, hogy:

2 4

; p p € 2 2 € 2
A= yeng— 2 4 (24— Ap?) — —5_pA
2m +edo 8m3c2 + 4m2c2 (P Ao or”) 4m202p +
e - -
+W(U@Ao(0@ (106)
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Felhasznalva most a

(p*Ag — Agp?) = —h2AAg + 2hER (107)

(GD)Ao(GP) = Aop®+ (3PA0)(3P) = Aop® +ih(GE)(p) =  (108)
= Agp? +ihEp— hd(E x p)

egyenleteket, ahol E= —V Ay, megkapjuk a gyengén relativisztikus kozelitésben

a Dirac egyenletben szereplé Hamilton operator alakjat:

2 4 2
H:p——i—eAO—p——i—LAA eh

- _FE 1
2m 8m3c?2  8m3c? 07 4m2e2 ok xp) (109)

Az utolsé hdrom tag a Schrédinger egyenletben kevé Hamilton operator re-
lativisztikus korrekciéi. Az elsé tag a relativisztikus mozgdsi energia, impulzus
fliggvényében val6 kifejtésébél szarmazik:

4 4
e/ p? +m2c2 — me? = mc? <1—|—L— P )—chNi—p—(llO)
2

2m2c?2  8mict T 2m  8m3c

A maésodik tag az ugynevezett Darwin energia, és spintél fiiggetlen. A har-
madik tag a spin-palya kolcsonhatasi tag, és a spin illetve orbitalis mozgasokbol
adddé magneses nyomatékok kolcsonhatasdbdl szarmazik. Centralis elektrosz-
tatikus tér esetén:

E=———A (111)
és ezaltal az utolsé tagot a kovetkezd egyszeriibb, és konnyebben inter-
pretalhaté alakban tudjuk irni:

eh -, eh d e dAy ==
_ 7(E _ Y = LAy == B0
4m2c2 (E xp) 4m202r0(r x ﬁ)dr 07 om2er dr SL (112)
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