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A kvantummechanika Schrédinger egyenletének a felirdsa utdn azonnal kideriil,
hogy ez az egyenlet nem relativisztikusan kovaridns. (Ardnylag konnyen igazol-
hatd, hogy a Schrodinger egyenlet Galilei kovaridns, és ezt gyakorlatként az
olvaséra bizzuk). Felvetédik tehdt egy relativisztikusan kovaridns kvantum-
elmélet sziikségessége, ehhez meg az els6 1épés egy relativisztikusan kovarians
hulldmegyenlet felirdsa lenne. Az els6 ilyen irdnyu probalkozésok 1926-1927
ko6zott Gordon, Fock meg Klein neveihez flizédnek. Hamarosan kidertlt, hogy
nem lehet egy minden részecskére egységes hullamegyenletet felirni, és a kiilonb6zé
spinfi részecskeékre kiillonbozo6 egyenleteket kell hasznalnunk. Az is nyilvanvalova
valt, hogy egy adott spinil részecske esetén tobb elfogadhaté egyenletet lehet
felirni, és ezéltal ezen részecskékre tobbféle relativisztikus targyalasmod lehetséges.
A relativitdselmélet és a kvantummechanika egyeztetése rigurozusan és ellent-
mondédsmentesen a kvantum-tér elmélet keretében torténik majd meg.

Ezen fejezet keretében két relativisztikusan kovaridns egyenletet fogunk tar-
gyalni, amelyek a zéros és 1/2-es spinfi részecskékre elfogadott hulldmegyenlet.
Ezen egyenletek alkalmazasaval szamos érdekes kvantummechanikai és relati-
visztikus effektust lehet magyarazni.

1 A Klein-Gordon egyenlet

A Schrodinger egyenletet a Galilei kovarians £ = % egyenlet kvantaldsaval
kapjuk, felhasznalva a kdvetkez6 operator hozzarendeléseket (kandnikus kvantdldst):
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Az igy kapott Schrodinger egyenlet Galilei kovarians lesz. Ezen tanulsag alapjan
arra gondolhatunk, hogy ha egy relativisztikusan kovarians egyenleteben csindl-
nank meg a fenti operdtor megfeleltetést egy relativisztikusan kovaridns egyen-
letet kapunk. A nemrelativisztikus kvantummechanikdban tanultak alapjan a
kiindulasi egyenletiink a szabad részecske relativisztikus 0ssz-energidja lesz:

E=— — E? = p?c® + m?c*. (2)



Elvégezve a kanénikus kvantalast
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egy Schrodinger egyenletnek megfelel6 relativisztikusan kovarians hullame-
gyenletet kapunk a szabad részecskére:

h? 0% 2
CTW = [h A — mQCQ] ¢ (4)
A fenti egyenletben 1 = ¥(7,t) a rendszer (részecske) hullamfiiggvénye. A

fenti Osszefiiggés a szabadon mozgo részecskére felirt Klein-Gordon egyenlet.
Bevezetve a
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D’Alambert operatort, a szabad részecskére a Klein-Gordon egyenletet a
m2c? .
o-— h2 :| ¢(T, t) = Ov (6)

alakban frhatjuk. Az egyenlet azonnal felirhaté a négyes koordindtak és négyes
impulzusok segitségével egy olyan alakban, ahol a relativisztikus kovariancia
bebizonyosodik:
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Ez utébbi Osszefiiggés az m nyugalmi tomegl szabad részecskére felirt Klein-
Gordon egyenlet relativisztikusan kovaridns alakja.

A Klein-Gordon egyenletre a kontinuitasi egyenletet ugyanigy kapjuk meg,
mint a Schrodinger egyenlet esetén:
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2 o = PA-m ey (10)
h2 82 * (=
DOV e miele )

Kivonva egymasbol a fenti két egyenletet:
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Az egyenlet két oldalat tovabb alakitjuk:

L) Pt (t) O [ 0% Oy
VE s VT _E{w5_¢8t] (13)
(V" AY —pAY™) =V - (7 - Vip — ¢ - V§©) (14)
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jeloléseket megkapjuk a kontinuitasi egyenlet jélismert alakjat:
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a Schrodinger egyenletnél tanultak alapjan p a megtaldlhatdsagi valdszintiség-
stiriség lenne, és 5 meg az ennek megfelel6 valészinliségi aramsiriiség. Késébb
még visszatériink arra a kérdésre, hogy ez az értelmezés elfogadhaté-e?

A p és ; (15) alakjdban a konstansokat, ugy valasztottuk meg, hogy a
nemrelativisztikus hataresetben visszakapjuk az ismert képleteket. Ez azonnal
belathatd, ha egy konzervativ rendszeriink van. Ilyenkor a nemrelativisztikus
stacionarius megoldas
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ami a klasszikus eredmény. Ilyen szempontbdl a p megtaldlhatosagi val$zintiség-
stiriiség értelmezése j6, mert a kis sebességek hataresetében visszakapjuk a nem-
relativisztikus eredményt.

Még miel6tt a problémakra kitérnénk érdemes felirni a kapott kontinuitdsi
egyenletet kovarians alakban is
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Az igy bevezetett dramsiiriiség négyesvektor:

ju = (jwajyajzaicp) (21)



Azonnal felfigyelhetiink a Klein-Gordon egyenlettel kapcsolatos elsé prob-
lémara, ami onnan adédik, hogy az egyenlet gy a térkoordindta, mint az ido
szerinti masodrendii derivaltakat tartalmazza. Kezdeti feltételként tehat nem
elégséges megadni a ¢ (7, 0) hulldmfiiggvényt, hanem ennek a % (7,0) id&szerinti
derivéltjdra is sziikségiink lesz, vagyis (7, 0) és %(F, 0) egymdstdl fiiggetlen
valtozok. Ezek alapjdn tgy a hullamfiiggvényre vonatkozd posztuldtumot, mint
az evolucids posztuldtumot is meg kell valtoztatni. A mésodik lényeges probléma
a megtaldlhat6sdgi valosziniiség-siirtiség (15) alakjabdl szdrmazik, ami nem fel-
tétleniil pozitivan értelmezett. Ezek alapjan p-nak és ezaltal a 1) hullamfliggvénynek
sem adhatunk egy olyan egyszerti valészinliségi értelmezést mint a Schrodinger
egyenlet esetén tettiik. Ezen probléma athidalasara Pauli és Weisskopf a toltéssel
rendelkezo részecskék esetén egy 1j értelmezést adott a megtalalhatdsagi valoszi-
niiség-stiriiség helyett bevezetve a toltés-siirliséget, a valdszinliségi aramstiriiség
helyett meg a toltés-aramstiriiséget.
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p helyett = p. = 217202 (1/)*8—1f — ;i ) toltés-stlirliség (22)
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7 helyett = j, = % (V*Vip — V) toltés-dramsiirtiség (23)

Ezen mennyiségek minden probléma nélkiil mar lehetnek negativak is, és igy
a Klein-Gordon egyenletnek meg az ebbdl szarmazé kontinuitdsi egyenletnek
4j fizikai értelmezést tudunk adni. Probléma marad azonban a toltéssel nem
rendelkezo részecskék esetére a p és ezaltal a i értelmezése.

1.1 A Klein-Gordon egyenlet megoldasa szabad részecskére

A Kklasszikus esethez hasonléan tételezziik fel, hogy a szabad részecskére megint
sikhulldm alaki megoldéasaink vannak:

(P t) = A - er PE) (24)

Behelyetesitve ezt a Klein-gordon egyenletbe:
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Azt kapjuk, hogy a részecske energidjara megjelenik egy negativ energiaji megoldds
is. Probémaként adodik ennek a negativ energiaji megoldasnak a fizikai értelmezése.
A negativ energidji megoldas értelmezésére sokan negatiiv témegii allapotok



1étét javasoltak. Ez a feltételezés megoldand p értékében kapott negativ értékek
problémajat is, annélkiil, hogy toltés-slirtiséget vezessiink be ennek az értelme-
zésére. A negativ tomegii dllapotokat azonban a természetben nem észleljik,
gy ezen negativ tomegl (vagy negativ energidji) megolddsokat " parazita” (nem
fizikai) megolddsoknak tekintjiik.

Egy mésik komoly probléma amit a Klein-Gordon egyenlet felvet az elemi
részecskék spinjével kapcsolatos. Lattuk, hogy sok elemi részecske egy plusz sz-
abadséagi fokkal, spinnel rendelkezik aminek a 1éte a nemrelativisztikus kvantum-
mechanikabol nem kovetkezik. Ezért reméltiik, hogy a spin szabadsagi fokok au-
tomatikusan megjelennek a relativisztikus elmélet keretében. A spin szabadsigi
fok 1éte azonban nem kovetkezik a Klein-Gordon egyenletbol! Erre a problémara
is azonnal vélaszt adhatunk, feltételezve, hogy a a Klein-Gordon egyenlet csak
a spin nélkiili részecskékre alkalmazhatd, vagyis csak az S = 0 spin kvan-
tumszammal jellemzett elemi részecskék relativisztikus hulldmegyenletét adja.
Ilyen S = 0 spinti részecskék példdul a K-mezonok és a pionok.

1.2 A Klein-Gordon egyenlet elektromagneses térben

A Kklasszikus elektrodinamikdban a Hamilton-fliggvény az elektroméagneses tér
jelenlétében felirhat6 az impulzus helyett az elektroméagneses impulzust haszndlva
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pp, — pp, - eAp, Au = (AwaAyaAza E@)a (29)

ahol A., Ay, A, a vektorpotencial komponensei, mig ;—‘;gp a skalarpotencial. A

szabad részecskére felirt
Zpi = —m?c? (30)
uw

egyenletiink, az elektromagneses térben a

> (pu — eAp)? = —m*e? (31)
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egyenletté alakul. Ezen utébbi egyenlet relativisztikusan kovarians, és az elek-
tromagneses térben levé Klein-Gordon egyenlet felirdsa érdekében erre alka-
Imazzuk a kanonikus kvantéalast:
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Pp — Pu = _Zh—ax (32)
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Ay — Au= A, (33)

Behelyetesitve ezen megfeleltetéseket a (31) egyenletbe

[Z (—h% - A) + m] W7, 1) = 0, (34)
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ami elektromédgneses térben a Klein-Gordon egyenlet kovaridans alakja. Az
egyenletet a t és z,y, z koordinatakban felirva:

2
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A fenti egyenletet 1*-gal beszorozva, illetve a konjugélt egyenletet felirva és azt
1p-vel beszorozva, a kettét kivonva egymasbol, megint megkaphaté a kontinuitasi
egyenlet:
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Ezen egyenletben szereplo p és fmennyiségeknek, illetve a v hullamfiggvénynek
hasonlé értelmezést adhatunk mint a szabad részecske esetén. A kapott konti-
nuitasi egyenletet fel tudjuk irni négyesvektor alakban is:
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Kovetkeztetések amiket levonhatunk a Klein-Gordon egyenletre vonatkozdan:

e A Klein-Gordon egyenletnek szdmos megoldatlan probléméja van: (i) az
id6beli mésodrendii derivéltak léte (ii) a hullimfiiggvény illetve a konti-
nuitési egyenletben megjelend p és j mennyiségek fizikai értelmezése (iii)
a negativ energidji parazita megoldasok léte

e A Klein-gordon egyenlet alkalmazhatdsidga nagyon korlatozott. Az adott
értelmezések alapjan zérds spinfi, toltéssel rendelkez6 elemi részecskék
esetére alkalmazhaté.

e Minden felmeriil$ probléma ellenére, a kvantummechanika fejlédése szem-
pontjabdl egy fontos egyenlet, ugyanis ez volt az elsé probdlkozas egy
relativisztikusan kovarians hullaimegyenlet felirdsasra.



2 A Dirac egyenlet

A Dirac egyenlet az els6 sikeresnek mondhaté relativisztikus hulldmegyenlet.
A Dirac egyenlet a feles spinil részecskék relativisztikus hulldmegyenlete, és
nagyon fontos a gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl ugyanis az: elektronok,
protonok, neutronok, p-mezonok és hiperonok elfogadott hullimegyenlete. Az
egyenletet 1928-ban P.A.M. Dirac, Nobel-dijas fizikus javasolta.

2.1 A Dirac egyenlet felirasa

A Klein-Gordon egyenlet és a Schrodinger egyenlet példaibdl tanulva egy olyan
egyenletet kereslink amely az aldbbi tulajdonsiagokkal rendelkezik:

e Az egyenlet egy relativisztikusan kovaridns egyenlet kvantdlasabol kell
hogy szarmazzon, hogy a relativisztikus kovariancia és a korreszpondencia
elvnek eleget tegyen.

e Az egyenlet azid6 szerinti elsé rendii derivéltat kell csak tartalmazza azért,
hogy elkeriiljiik mindazon problémakat amikkel a Klein-Gordon egyen-
letnél taldlkoztunk.

e Az egyenlet a térkoordinatdknak is csak az elsérendii derivaltjait kell tar-
talmazza, maskiilonben az egyenlet kovarians alakban valo felirdsa sériilne.

e Az egyenlet linedris kell legyen, hogy a Schrodinger egyenletnél ismert
szuperpozicié tulajdonsaganak eleget tegyen.

Kiindulasi egyenletiink feltétleniil az E = p?/2m klasszikus egyenletnek

megfelel6
E = c\/p? 4+ m2c? (42)

egyenlet lesz. Jobb eljards hidn a kanénikus kvantélast alkalmazzuk:

E — ih2
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Egy operator gyoke azonban nem linedris operdtor és nem egyértelmiien
értelmezett! Ezért a fenti kvantédlds egyszeri behelyetesitése a (42) egyenlet-
ben elfogadhatatlan egyenlethez vezet. Az alklamazott eljards az, hogy meg-
probéljuk a (42) egyenletet linedris alakban felirni:

3
:ZoZk-pk+B-mc (44)
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A fenti egyenlet szerint linearizdljuk tehdt a gyokos tagot. A linearizélés
persze nem lehetséges, ha a; és § egyszert szamok, de lehetséges, ha a; és (8



operatorok, példdul métrixok. A (44) egyenlet értelmében:

3 3
> djp; + Bme <Z APk + ﬁmc> =p? 4+ p3 +p2 +mic? =
j=1

k=1

= a1P1 + ang + a3p3 + F2m2c? +
+ (d1dia + dadiy) pip2 + (diaais + digdiz) paps + (a3dy + diai3) pips +

(0213 + @0?1) pimc+ (0?2@ + 30?2) pamc + (0?33 + @0?3) psme  (45)

Itt feltételeztiik, hogy az @; és (3 operatorok kommutélnak az impulzus kom-
ponenseivel. A (44) egyenlet igaz lesz, ha:

a%—aQ—QB 32 =1
ajog + agdj = 0;— {dj,qZk} =0 j#k (46)
a;f + fd; = 0; — {a;, 8} =0

Ha megkapjuk az @; és B operatorokat, melyek a fenti feltételeknek eleget
tesznek megvan a keresett egyenletet is a kanonikus kvantalds segitségével:

3
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Ez lenne a Dirac egyenlet szabad részecskére. A feladat tehdt az a; és 3
operatorok megkeresése.

2.2 A Dirac matrixok

Mivel H = ¢ (22:1 aPr + ﬁmc) egy szabad részecske Hamilton fiiggvénye,
ez transzlacié és ido-eltolas invarians kell legyen, tehat H nem fiigghet sem az
x,y, z koordinataktol, sem pedig az id6t6l. Ugyanakkor az ay, és ﬁ operatorok
nem fligghetnek sem p-t6l sem E-t0l, mert ez megvaltoztatnd a liinduldsi rel-
ativisztikuan kovaridns egyenletiinket. Az elmondottak alapjan tehat oy és B
nem lehet tehdt 7, t-t6l fiiggé mennyiség, sem ezek derivaltjait nem tartalmazza.
Mivel aj és 0 operator kell legyen, a legegyszertibb megvélsztas az ha ay, és g
matrixok. Itt megjegyezziik, hogy az altalanos targyaldsmédban nem sziikséges
ismerni oy és ﬁ konkrét alakjat, elég csak megadni a (46) tulajdonsdgokat.
Egy els6, bevezeto jellegli kurzus keretében fontos azonban a oy és B—t egy
konkrét reprezentacioban felirni. A kovetkez6kben meghatarozzuk az oy és B
matrixokat egy olyan reprezentaciét hasznalva ahol ﬁA diagondlis métrix.



Mivel H és pr hermitikus operdtorok, lényeges, hogy d, ﬁ szintén hermi-
tikus operdtorok legyenek = dy és 3 négyzetes métrixok. Felhaszndlva ezt a
tényt és a (46) tulajdonsdgokat azonnal beldthatd, hogy ai, 5 unitér operdtorok:

o) = dj, (hermitikusok) (49)
ot =di (af = 1) (50)

A bizonyitas hasonld a fB-ra is. Konnyen bizonyithaté az is, hogy:

Splax) = Sp(B) =0 (51)
Példaként itt bebizonyitjuk , hogy Sp(8) = 0:
apf = —Pay = afa;t = —f (52)
Sp (arBoy ') = =Sp(B), de (53)
Sp (arBoy ') = Sp(B), (54)

mert oy, egy unitér operator, és egy unitér operatorral képzett reprezentaciécsere
nem valtoztatja meg a matrix nyomét. Az utébbi két egyenlet alapjén:

Sp(B) = =Sp(B) = Sp(B) =0 (55)

Hasonl6an igazolhatd, hogy: Sp(ay) = 0.
Egy olyan reprezentaciot keresiink tehat, ahol 8 diagonélis.

o Mivel 32 = 1, a diagonilis elemek vagy +1 vagy —1 lesznek.

e Mivel Sp(8) = 0, ezért a +1 és —1 elemek szdma megegyezik, tehit a g
maétrixnak paros szamu sora és oszlopa van! «y sorainak és oszlopainak
szdma megegyezik a [#-éval, mivel ugyanazon matrix-egyenletben szerepel-
nek.

e A legegyszer(ibb lehet6ség ami a fenti két feltételnek eleget tesz, amikor
(2 x 2)-es métrixaink vannak. A (46) tipusi antikommutéldsi tulajdon-
sagoknak a 0,,0y,0, Pauli matrixok tesznek eleget. AZONBAN hamar
belathatd, hogy nem létezik egy negyedik olyan méatrix, amelyik antikom-
mutél mindenikkel ezek koziil.

e Negyedrend(i (4 x 4)-es métrixokra van tehdt sziikség!!!!

Felhasznalva a Pauli matrixok ismert tulajdonsdgait, azonnal belathatd,
hogy egy lehetséges reprezentacio

o Jo & ]
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. 0 o2
=] o T 657)



g3
X i
= A 59
5 [ _— } (59)
(60)
ahol
GL = Gu; Go = 0y; 3 = Gu; (61)

a Pauli métrixok, és:

" 10 0 0]
1_{01],0_{00_, (62)
. 0 1]
=[] (63)
. 0 —i |
Oy = { N (64)
. [1 0]
i=lo % (65)
(66)
Bevezetve az
v oG] =0 &l =[0 Gl [0 o
vektoridlis matrixot, szabad részecskére a Dirac egyenlet a kovetkezd alaki lesz:
Lo 2 5 2
ZTLE = {—zch (a . V) + Bmc ] P (68)

Mivel az o, és [ operatorok (4 x 4)-es méatrixok, ezért a ¢ hullamfliggvény,
amire hat, egy négykomponensii oszlopmatrix, amit bispinornak neveziink:

SRS EISS
W N

— bispinor (69)

b T 1

S S
~_—

Y4

A q, és B maétrixok a bispinor komponenseit keverik, a V és % operatorok meg
a bispinor komponenseire mint fiiggvényekre hatnak! A (68) egyenlet a szabad
részecskére felirt Dirac egyenlet, ami ekvivavlens négy 6sszekapcsolt elsorendi
parcialis differencidlegyenlettel. Bevezetve a

3
- . 0
H = —ic E haka—xk + Bme?, (70)
k=1
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”Hamilton operatort” a Dirac egyenlet a Schrodinger egyenlettel azonos alakban
irhato:

U ) = HO( ) (71)

A Dirac egyenletben megjelen hullimfiiggvény egy négykomponensii objek-
tum. Ezen négy komponsnek fizikai értelmet kell adni. Ezt probaljuk meg a
kovetkezdkben.
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