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1 A moddszer alkalmazhatésaga a fizikaban

A méasodkvantalds mddszere egy nagyon altaldnos és széles korben alkalma-
zott modszer az azonos részecskékbol allé rendszerek tanulmanyozaséara. Ijgy a
térelméletben mint a statisztikus fizikdban és a modern szilardtestfizikdban is
nagyon elterjedten alkalmazzak. A moddszer nagy mértékben leegyszeriisiti az
azonos részecskékbdl all6 rendszerek targyalasat.

2 A részescskeszam (elfoglalasi szam) reprezentacio

Tekintsilink egy azonos részecskébdl allé6 kvantummechanikai rendszert. Jel6ljiik
N-el a részecskeszamot. Altalanos esetben a rendszer Hamilton fiiggvénye:

N P2 N N N
H= Z 4+ V(FE)+ V(7 7)) + V! (7, 75 ) + ... 1
2 om Z} (7) ij (7, 75) ij: GRIRYY (1)

ahol az egymast kovetd tagok sorra a mozgasi energiat, a kiilsé térrel vald
kolesonhatést, a parkolesonhatast illetve a tobbrészescske kolesonhatasokat jellemzik.

Ha a Hamilton fliggvényben csak az els6 két tagot vessziik figyelembe (vagy
csak az elsd két tag létezik), a rendszer tanulmanyozhaté mint egymadstdl fiiggetlen
részecskék rendszere felhasznalva az egyrészecske dllapotokat. A rendszer hul-
lamfliggvényét (dllapotvektordt) az egyrészecske dllapotokbdl szarmaztatjuk, sz-
immetrizédlva vagy antiszimmetrizalva a hullamfliggvényt attél fliggéen, hogy
fermionjaink vagy bozonjaink vannak.

Legyenek az egyrészecske tiszta allapotok: |11), |72), ..., |7), ... (tételezziik
fel, hogy ezek ismertek, vagyis ismert egy teljes és kompatibilis mennyiségrendszer).
Ilyen feltételek mellett az N részecske rendszerre értelmezheté egy béazis az
|n1,ng, ..., n, ...) tipusu vektorok segitségével. Ebben a jel6lésben nq megadja a
71 allapotban levd részecskék szamat, ny a 75 allapotban levé részecskék szamat,
...n; meg a 7; allapotban levé részecskék szamat. A

U |7’L1,7’L2,...,7’Ll‘,.-.> (2)
Zjil nj=N



vektorok sokasdga egy bazist alkot az N részecske éllapotok terén. Az N
részesckét jellemzd allapotvektorok terén:

<TL1,TL2,...,TLZ‘,...|U1,’U,2,...,ui,...> 750 (3)

egyenlGtlenség csak akkor lesz igaz, hogyha ni = ui,ne = ua,...,n; = u;,...

Az |nyi,ng, ..., n;, ...) tipust vektorok szimmetridja a részecskéknek megfelels
szimmetria (bozonokra szimmetrikus a részescskék felcserélésére és fermionokra
antiszimmetrikus). Az azonos részecskékre tanultak értelmében a Pauli féle
kizardsi elv érvényes a fermionokra és nem érvényes a bozonokra. Azonnal
kovetkezik tehdt, hogy fermionok esetén n; € {0,1}, mig bozonok esetén n; € N
(a természetes szdmok halmazénak). Bérmely |¢n) N-részecske dllapotot ki-
fejthetiink tehdt az |nq,na,...,n;, ...) tipust vektorok segitségével:

|¢N> = Z f77.1,77.2,...,ni,...|n17n27 cey Mg,y > (4)
{ni}

Altaldban sok azonos részecskét tartalmazoé rendszer esetén konnyebb az
[n1,ma, ..., i, ...) vektorok altal meghatérozott bazisban tanulményozni. Azon
esetben amikor ezen elfoglaldsi szamokkal kapott bazisvektorokat hasznaljuk
a mdsodkvantdlds mddszerét alkalmazzuk. Ahhoz, hogy ezen vektorokkal dol-
gozhassunk el6szor at kell frni az operdtorokat is olyan alakra melyben az
|n1,ne, ..., n, ...) bazisvektorokra valé hatdsa konnyen meghatdrozhaté. Ha a
rendszer szempontjabdl 1ényeges operatorokat sikeriil ilyenformén felirni (megkdzeliteni)
a kolcsonhato rendszerek tanulmanyozdsa nagymértékben leegyszeriisodik. Az
elfoglalasi szdm vektorok altal alkotott bazisban keressiik majd a rendszer sajatértékeit
és sajatvektorait. Amint a kévetkezOkben megldtjuk dltaldban a Hy operétor
és az ezzel kommutald operdtorok hatasa ezekre az elfoglalasi szam allapotokra
ismert.

Megejegyezziik, hogy nagyabdl hasonlé gondolatmenetet kovettiink akkor is
mikor az egydimenziés kvantummechanikai oszcillatort targyaltuk az altaldnos
formalizmus keretében.

3 Részecske kelto és eltiinteté operatorok

Bevezetjiik a bozonokra és a fermionokra a részecske kelto és eltiintet6 operatorokat:
dj és a;. Az df operator egy részecskét kelt az i allapotban és az a; eltiinteto
operator egy részecskét tiintet el az i indexel jellemzett allapotban.

&i|n1, no, ..., N;, > = C|TL1,TL2, ey Ny — ].7 > (5)

a;i |n1,nay oy iy ) = nyna, ey ni + 1,00 (6)

A ¢ és ¢’ normalési konstansok. Ezeket a konstansokat igy valasszuk meg,
hogy a (5,6) egyenletek a normélt

|Tl1,’fl2,...,’fli,..>|2:1 (7)



allapotokra legyen igaz, és a kovetkez6 tulajdonsigok is igazak legyenek:
o Az a; és az d;." operatorok egymas adjungéltjai.
o di|n1,n2, ,O(l), > = |0> =0

e fermionok esetén a; |n1, na, ..., 10, =10)=0

Fermionokra amint mondtuk n; € {0,1} és a (5,6) egyenletekben a ¢ és ¢’

konstansokat ugy vélasszuk meg, hogy:

CAli|7’L1,7'L2, ey Ny > = (—I)Sini|n1,n2, ey g — 17 > (8)
&j|n1,n2, cey Ny, > = (—1)51(1 — ni)|n1,n2, R 2] =+ 17 > (9)

Megjegyezziik, hogy a (—1)% a fazistagot sok targyalamédban nem hasznéljak
(Si =311 m;). A teljesség kedvéért mi azonban felirjuk.

Bozonokra n; € N, és a (5, 6) egyenletekben definicié szerint a ¢ és ¢’ kons-
tansokat gy valasszuk meg, hogy:

di|n1,n2, ceey Mgy > = ,/ni|n1,n2, ey Mg — 1, > (10)
dﬂnl,ng, ey Mgy > =Vn; + 1|n1,n2, ey Nyt 1, > (11)

Ellendrizziik sorra, hogy a fenti ¢ és ¢’ megvalasztassal a kivant tulajdonsigok
teljestilnek-e?
A megvilasztott konstansokkal, igy a bozonokra, mint a fermionokra

ailni,ng, ..., 00, ) =10y =0, (12)
a fermionokra meg igaz, hogy:
alng, g, ..., 19, =0y =0 (13)

Ellenorizziik most, hogy az a; az &;." adjungéltja:
a.) Bozonokra:
Induljunk ki az

ailni,ma, sy, ) = /milng,nasong — 1), (14)
egyenletbél. Az adjungélt operdtorok definicidja értelmében:

<TL1,TL2, ey Ny, |6Alj_ = <’rL1, nog, ..., Ny — ]., ..|\/ni (15)

Beszorozzuk most a fenti egyenlet két oldaldt jobbrél az |ni,na,...n; —1,...) ket
vektorral.

<TL1,TL2, ey Ny, ..|&:'_|TL1,TL2, ey Ny — ].7 > = /N (16)
= CAL;’_|7’L1,7’L2, ey — 1, > = \/m|n1,n2, ceey Mgy > (17)
dﬂnl,ng, cey N,y > =Vn;+ 1|n1,n2, ey + 1, > (18)



Ezen utobbi egyenlet meg megfelel annak, ahogy az d; ™ operator hatdséat definidltuk
bozonok esetén. Lathat6 tehat, hogy bozonok esetén d;r az a; adjungaltja.

b.) Fermionokra:

A fenti gondolatmenetet kovetve, ha:

&i|n1, no, ..., N;, > = (—l)sini|n1, nog, ..., Ny — ]., > (].9)

hasonlé modén kovetkezik, hogy:

d:r|n1,n2, ey Ny, > = |0> = (—1)& (TLZ‘ + 1)|n1, ng, ..., Ny + 17 > (20)

Ezen utébbi kifejezésben az n; + 1 nem elfogadhaté normaélési tag, mert
n; = 1 esetében nem ad 0-t. Ez a tag fermionok esetén csak az n; = 0 esetben
kell jé legyen, és az n; = 1 esetben meg nullat kell kapjunk. Azonnal lathaté
hogy ha (1 —n;)-t vesziink az n; + 1 helyett akkor elfogadhaté lesz, mert n; = 0
esetben ugyanazt az értéket adja, n; = 1 esetében pedig 0-t ad. Vagyis:

&;F|TL1,TL2, vy Ny > = (—].)Si(]. — TLZ‘)|TL1, N, ..., + 1, ..>7 (21)

ami megegyezik azzal ahogyan az d; " operatort értelmeztiik fermionok esetére.
Lathato tehat a fermionok esetén is, hogy &:r az a; adjungaltja.

4 A kelto és eltiinteto operatorok tulajdonsagai

A kovetkezékben bizonyitds nélkiil felirjuk néhany tulajdonsagat a kelto és
eltiintetd operdtoroknak. A bizonyitdasok azonnaliak, és gyakorlatként az olvaséra
bizzuk.

a.) Fermionokra:

A keltd és eltiinteté operatoroknak lényeges antikommutéldsi tulajdonsagai
vannak:

{ai,a;3 = 0 (22)
{d:rv &;r} =0 (23)
{ai,af} = 6 (24)

(ahol {a,b} = ab + ba ).

b.) Bozonokra:

A kelt6 és eltiintet6é operatoroknak lényeges kommutéldsi tulajdonsagai van-
nak:

a;,a;] = 0 (25)
[aF,af] = o (26)
[a;.a7] = o (27)

(ahol [a,b] = ab —ba ).



5 A részecskeszam operatorok

Az elfoglalési szam reprezentacié keretében hasznaljuk az N; operatort aminek
segitségével megkaphaté az i-edik allapotban levd részecskék szama, illetve az
N = pya N; ossz-részecskeszam operatort, aminek segitségével megkaphatd a
rendszerben levé részecskék szdma.

Definici6é: Defnidljuk 1gy fermionokra mint bozonokra az i allapotbeli
részecskeszam operatort:

N; = af a. (28)

Tétel:
A fentebb definidlt rézecskeszdm operdtorra igaz gy a fermionok mint a
bozonok esetén, hogy:

NZ‘|TL1,7”L2, ey Ny, > = ni|n1, no,y ..., Ny, > (29)
Bizonyitas:
a.) Bozonokra:
d?‘&ﬂnl,ng, ey Ny, > = d?}/niml,ng, N ]., > = (30)

= \/ni\/m|n1,n27 ey Ny > = ni|n1,n2, ey Ty > (31)

b.) Fermionokra:

&;"&i|n1,n2, ) > = &;"(—l)sin”nl,ng, ey Ty — 1, (32)
= (—I)Slnl(—l)sl(l - (nl — 1))|n1,n2, ceey Mgy et

= 'le(2 — TLZ‘)|TL1,TL2, ey NGy e

L L

= (2n; — n?)|n1, nay .oy Ny ..

= nin1,na, . Ny )

ugyanis fermionok esetén n? = n; mivel n; € {0,1}.
Definicié: A teljes részecskeszam-operator:

N = iN = i ala; (33)
=1 i=1
Tétel:

N|TL1,TL2, ey Ny, > = N|n1,n2, ceey Ny, > (34)
N = an
j=1

A bizonyitas: az el6bb bizonyitott tétel alapjan azonnali.



6 Egy adott koordinataval rendelkezo részecskét
kelto illetve eltiintet6 operator

A kovetkez6kben bevezetiink két 1j operatort:

Y(r) = Z<7?|TJ>U'J (35)
9 = (1)

A |r;) édllapotvektor az i-edik egyrészecske tiszta dllapotot jeléli. Azon-
nal lathaté, hogy ezen két operator az 7 folytonos valtoz6tol fliggnek. Tudjuk
ugyanakkor, hogy

(775) = ¢;(7), (36)

az egyrészecske tiszta dllapotok hulldmfiiggvényei!

Az ujonnan bevezetet $(7) és T (7) operdtorokra kijelenthetiink néhény
azonnali tulajdonsagot:

a.) Fermionok esetén:

RUGRICHEE (37)
{0 (7.9 (7)) (38)
[0} = o) (39)
b.) Bozonok esetén:
[0,969] = 0 (40)
@0t = o (41)
[0, 976)] = oG- (42)

A fenti tulajdonsigok bizonyitdsa azonnali figyelembe véve az d; és d; "

operatorokra érvényes kommutdlasi illetve antikommutalasi relacidkat. Ezeknek
a bizonyitasat gyakorlatként az olvaséra hagyjuk. Kijelentiink és bizonyitunk
azonban néhany fontos tételt:

1. Tétel Az Ossz-részcskeszdm operdtor felirhaté mint:

N = . (AP (43)



Bizonyitas:

i=1 j=1
=3 [ arayiny in)dr -
i=1 j=1
= Y- Yatay [ i) itr)dr =
i=1 j=1
=YY ata; [ eierar -
i=1 j=1
=S"Ndfae, =Y ata=> N,=N
=1 j=1 =1 =1
. Tétel
[V, ()] = o+ () (45)
Bizonyitas:

= eIV, d;7] (46)

Felhasznalva a fermionokat illetve bozonokat kelt6 és eltiinteté operatorokra
érvényes antikommutdlasi illetve kommutdlasi Osszefliggéseket irhatjuk,

hogy:

J
Z[af'aj,al = Z(cﬂj+a]az+ a4 aJ+aJ) =
J J
= (d;"dia;t — a;Yd; T di) = d; T [di, di "] (47)

Bozonok esetére tudjuk, hogy [d;, ciﬁ] = 1. Fermionok esetén is beldthato,
hogy ezt az egyenlséget hasznalhatjuk. Femionokra [d;,d; "] = 1 — 2N,
és n; = {0,1}. Ha n; = 0, akkor az egyenldség nyilvdnvals, ha meg
n; = 1, akkor d;"[d;,d;"] hatdsa minig a |0)-t eredményezi, fiiggetleniil
attél hogy mivel helyetesitjik a kommutator értékét. A (46) egyenletbe
tehdt [N, d; 7] = d; " tigy bozonokra mint fermionokra, és a bizonyftandé
tétel azonnali.



3. Tétel: A ¢+ (7)|0) egy olyan allapotot eredményez ahol 1 részecskénk van:
N+ (P)]0) = 14 (7)]0) (48)
Bizonyitas: A 2. tétel értelmében

[Nw ] 0) = 4+(7)0) (19)

ugyanis N|0) = 0.
4. Tétel:
PHI0) =17 (50)

vagyis @[AJ"’ (7) egy olyan operator amely egy megadott 7 koordindtaju részecskét
kelt. Ugyanakkor

$(A|7) = 0), (51)

vagyis ’Q[AJ(F) egy olyan operator amely egy megadott koordinataju () részecskét
tiintet el.

Bizonyitas:

(7 (7)| rlZ (fm) afloy = (52)
=Y @r (7)™ la;|0) = Z%F) 7Ty = Z% (i () =

= §(7"— ') = (7'|) = ¢ (M|0) = |

Hasonl6an bizonyithatjuk, hogy ¢(7)|7) = [0). Bzt gyakorlatként az
olvaséra hagyjuk.

Az |7, 7, ..., TN) vektro egy olyan allapot értemez ahol az elsé részecske
koordinataja 7, a masodik részecske koordinataja 75, ..., az N-edik részecske
koordinataja 7. Ezek a vektorok egy folytonos bazist alkotnak az N azonos
részecskébol all6 rendszer allapotvektoraira. FEz a koordinata reprezentécio.

|F17F27 ...7FN> == |_'1>|F2>...|FN> (53)
(7, T2y oy TN) = (71, T2, .o, TN UN) (54)

A 4. tétel alapjan azonnal beldthatd, hogy:



|71, 7oy ooy T ) = COT (7)) (7). (7)) |0) (55)

Ahhoz, hogy |F1, 7%, ..., P ) normélt legyen, C = ﬁ
Lo . | S
|T‘1,T‘2, ceey T‘N> = —’g[)+(T1)¢+(T‘2)...w+(7‘]\f)|0> (56)

VNI

Ilyen feltételek mellett az |7, 7, ...,7n) vektorok rendszere egy teljes és
ortonormalt vektor sokasagot alkot.

/ / / |7, Py ooy PNV, Py ooy PN |dFL APy = T (57)
(7)) /(7))

Azonnal belathatd, hogy a megvélasztott C érték mellett a teljesség feltétele
teljestl:

I —'/ / / |F1’F27""FN><7T1,772,~.~,FN|dF1dF2...dFN_ (58)
(1) J(72) (7N)
‘/ / |O|21ﬁ+(771)-"7%(FN)|0><0|1/3(FN)...1ﬁ(F1)dF1..,dFN _
(1) (7~)

— 2 (= (= = = =
= |C| /(Fl) .../(FN—l) ’QZJ (T‘l)dJ (T‘Nfl) |:/(7—:N) |T‘N><T‘N|dTN‘|

@b(FN,l)...@b(Fl)dFl...dFN,1
Behelyetesitve, hogy
/ |7 ) (P |dify = T (59)
(")

azonnal adodik:

L= |0|2/(ﬁ).../(ﬁ ) o)) 1 = (60

=iop [ [ ) [ L e i

(PN o). ) (71 )dry ... dF N o

Az itt megjelend integral alatti zardjelre az 1. tétel értelmében igaz, hogy:

/(q )¢+(FN71)¢(FN71)CZFN71 =N (61)



Ha az N operatort eggyel balra vissziik a 3. tétel alapjan felirhatjuk, hogy:

OTN = Nyt — 4t = (N - 19+ (62)

Ezek alapjan az I; -re tovabb irhatjuk:

— P / / B ) W) B = (69)

|O|2/ / FEE) A o)W = 1) [ @ (v d(Fy—2)dPy

(N g)e (71 )dFy . diy 3 =

- |O|2/ / 1/;+(F1)"'1/;+(FN_3)(N - 1)]\71[)( )---ﬁ(Fl)d’l?l...dFN_g =
(1) FN_3)

A fenti médszer sorozatos alkalmazasaval azonnal adédik, hogy

I =|CAN(N —1)..1 (64)
Mivel I; = I:

ICPN(N —1)..0=1 (65)

Vi dllapotra, amihez az sziikséges, hogy |C|? = 1/N!, vagyis |C| = 1/V N

7 Operatorok masodkvantalt formaban

Az azonos részecskékbdl 4ll6 rendszer Hamilton fliggvénye nagyon altalanosan
felirhaté mint

N

2
-2 {5_;1+V(Ti)} Y VEH) Y V) e (66)

i=1 i .k

ahol az els6 0sszegben az igynevezett egyrészecske tagok, a masodik 0sszegben
a kétrészecske tagok és a harmadik 0Osszegben a haromrészecske tagok van-
nak. Az egyrészecske tagok, csak egy részecske impulzusdtdl és koordindtdjatol
fliggnek, a kétrészecske tagok két részcske korrdinataitdl fiiggnek ...

Az N azonos részecskébél 4116 rendszer allapotat megadé allapotvektor legyen
|¥n). Ennek koordindta reprezentécidja:

(71, Ty, TN) = (71, T2, o, TN [UN) (67)

Az elsé kvantalas sordn a H Hamilton fiiggvényhez hozzdrendeltiik a H
Hamilton operédtort amely a ¢ (71, 7, ..., Pn ) hulldmfiiggvényekre hat.

10



N
H= Z [ —ihV)? V(Ti):| +ZV(ﬁ,Fj) + Zv(ﬁvfja"?k) Lo (68)

i=1 i,4,k

Az 6sszes fizikai mennyiségekhez hasonléan operdtorokat rendeltiink, melyek
szintén a rendszer hullamfiiggvényére hatottak. Kz volt az ut a klasszikus
mechanikaroél a hullammechanikara val6 attérésre.

Misodik kvantdlds sordn a v¢(r1,73,...,7x) koordindta-reprezentdciéban
értelmezett hulldmfiiggvények helyett az — |nq,na,...,n;) elfoglaldsi szdm rep-
rezentdciéban értelmezett dllapotvektorokkal dolgozunk. Egy — |n1,na, ..., n;)
allapotvektor egy olyan kvantummechanikai allapotot jellemez amelyben n;
részecske van a |1;) tiszta egyrészecske dllapotban.

A lényeges kérdés itt az, hogy milyenek lesznek azok az operatorok amelyek
ezen allapotvektorokra hatnak 7 H — H =7 illetve egy tetszbleges operator
esetén: A — A =7. A vélaszt a kovetkezd fontos tétel adja:

Tétel:

Az egyrészecske tagok masodkvantildsa (az egyrszecske tagokhoz vald
operdtor hozzdrendelés)

ZKl 7, dr ) dt) — / 7KL (7, dF/dt) U (7)dF, (69)

ahol K1 (7, dF/dt) a K, egyrészecske tagokhoz rendelt elsé kvantalt operdatorok.
Hasonléan a kétrészecske tagok masodkvantalasa:

ZKg(f;,r_})e// U (P U (7 Ko (7, 7 ) U (7 ) U (F)drdi (70)

A haromrészecske tagok masodkvantalasa meg:

=L

- / / / B (PG ()G () B (7,7 7 )0 ()b () & () drdi? i (71)
7} J ey

Bizonyitas:

A bizonyitast az egyrészecske tagok esetére végezziik. A bizonyitds hasonld
tobb-részecske tagok esetére is csak sokkal hosszadalmasabb. A bizonyitds soran
felhasznaljuk, hogy az els6kvantalt és masodkvantalt matrixelemek ugyana-
zok barmely két tetszéleges |U) és U') dllapot kozott.

Kiindulunk a (0'| 3. K |¥) = (V| 3, K (7, d/dt)|¥) métrixelembs].
Felirhatd, hogy:

11



(W3 Kl w) =

_ / V(7,7 r S K (7, d /A0 (5, 1%, R ) ...y (72)
{ri,73,..TN } i
U (77,75, ) = (11, 75, N U = (1, r3, oy ning..nl. ) * (73)

J

b
U(ri,r3,..ry) = (1,72, .r8|¥) = (11,72, ..ry|ning..n;..) (74)

A fentiek alapjan tovabb irhatjuk, hogy
(W)Y Ky |0) =

- — ) / *
:/ (r1,73, ..TN [N ng..nj.)"
{ri,72,..7% }

[Z Kl] (11,72, ..ry|ning..n;..)dridrs..dry =

i
(ning..n}.. |{/ |7’1,T‘_é7---7‘7v>-
T1 T3,

[Z Kl 7‘1, 7‘2, ...TN|dr1dT2...drN}|n1n2...nj..>, (75)

ahonnan azonnal kovetkezik, hogy a . K, operétor méasodkvantalt alakja:

N
Kn=)» Ki = / 171, 7%, RO KA (7, 7%, | drs.dr
i=1 {T_iﬂ”_é, "“_N} i

(76)
Ezt az alakot tovabb tudjuk alakitani, felhasznalva, hogy:
- I ooy o -
711,72, .TN) = W\P*(m)‘lﬁ(m) U*(rR)[0) (77)
. - 1 5 5 -
(ri,73,..7N| = W<O|\I/(TN)...\I/(T2)\I/(T ) (78)
KL -re ezek alapjén (i = 1):
K, 7). U (r5)[0) K1 (77, dr /dt) (O] T (15 ).
b e
L) U (R dRdis..drk = (T9)
1 SR R -
= ﬁ/\IJJF(Tl)\IJ+(T2)...|T‘N>K1(T‘1,d'f‘l/dt)<7‘N|...
L) U () drdis..drk = (80)



2

/‘:A[’+(7’_i)'~-‘i’+(7‘N11)K1(771,dﬁ/dt)\i/(rNil)...

...@(ﬁ)dﬁdrz)...dm_l/|ﬁv><r7v|dryv = (81)

=

/\if+(ﬁ)...\i/+(rN11)f€1(ﬁ,drz/dt)\i:(mﬂ_l)...
...@(r’i)dr’idr’é...dm\ll = (82)

_ ﬁ / G (7). G () Ky (5, di ) -

I / B (rn )W (N2 ) 2B 0) B ) drgdra s = (83)

—_

- 7= U (7). UF (rN) K1 (7, dri Jd) N (ry7s)..
LA AR Ay dry oy = (84)
1 ~ . ~ . s . ~
= W/\I/Jr(Tl)...\I/Jr(T‘N,g)Kl(Tl,dT‘l/dt)(N — ].) .
[/ {[J+(T‘N_',z)\if(TN_',z)d’r‘N_Lg]\i/(TN_Lg)...\iJ(T_i)dT_idT_é...d’r‘N_;g, = (85)

_ \/%/\i/*(ﬁ)...\iﬁ(rﬁ_g)[fl(ﬁ,dﬁ/dt)(N NGy s).

LU drdrg.dryts = (86)
=..= (87)
N —-1)! . A .
= g Ut (7)) K1 (1, dri /dt) U (7 )dri . (88)
NE Ty
Hasonl6 médon igazolhaté, hogy:
~ N —1)! N N N
K= B [, drs ey (%)
' {ri}
Ezek alapjan megkapjuk a K, keresett alakjat:
N
. (N —-1)! O S o
K,, :ZT {ﬁ}\I/Jr('f‘i)Kl('f‘i,d?‘i/dt)\:[/(’f‘i)d’f‘i = (90)
i=1 i
N —1)!
L)

, / U (R KL (F, dr/dt) ¥ (F)di =

_ /{ ) U (7 R (7, didb) § (7 (91)

Ezaltal a tételiinket bizonyitottuk az egyrészecske operatorok masodkvantalt
alakjara vonatkozdan.

Az egyrézecske és tobbrészecske operatorok felirhaték direkt médon az a™
kelt6 és a eltiintetd operatorok segitségével. Ezen alak a gyakorlati felhasznaldsok
szempontjabol nagyon fontos, és dltalaban ilyen alakban hasznaljuk &ket.
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Vizsgaljuk el6szor a K, egyrészecske operatort. A (91) alakban behe-
lyetesitjiik a

U () = () *d; " (92)
J
U() = (7)), (93)
J
alakokat. Ezaltal

o= [ (20176 A ) 3517, 610 = (99

J

Z Z ;" d, / PV K (F, dF/dt)p; (F)dF = (95)
=D ditdlilKali), (96)
i g
és az egyrészecske operator masodkvantalt alakja:

N
> Ka(F.drfdt) — )i d; (il Kal) (97)
i=1 2

((i|K11j) = [ o7 (MEL(F, di/dt)e; (7)dr)

Teljesen analog moédon megkaphatjuk a kétrészecske operatorok masodkvantalt
alakjat a kelto és eltiintetd operatorok segitségével:

ZKz(ﬁ,rg) =i U (R Ut (7 Ko (F, 7 ) U (7) U (7)) drdi =
= /[Z(FITﬁ*dj*][Z(F’Im*ak JKo (77> (7 |m)di) > (Flm)dy]didi* =
J k i 1

= 3 dtatad [ e R e P =

gkl ('}

= d;*ay Tdid (k| Kail) (98)
7.k,

A kétrészecske operdtor masodkvantalt alakja ezaltal:

D Ko(7,05) — Y dy Ty didn (k| Kalil) (99)

Jiksisl

(GHEil) = [y 050k () Ba . 7 Yos (7 oa ()i
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Hasonléan megadhaté a tobbrészecske operatorok alakjai a kelto és eltiinteto
operatorok segitségével.

A tobbrészecske rendszer masodkvantalt Hamilton operédtora tehdt, ha csak
a parkolesonhatdsokat (kétrészecske kolesonhatdsokat) vesszik figyelembe:

H =Y d;"d;(i|Kulj) + Y d;"ar " dsdi(jk| Kslil) (100)
i, Gokeyisl
Ez az operétor az |nq,na,...n;,...) tipusu elfoglaldsi szdm &llapotokra hat.
Sok azonos részecskét tartalmazé kvantummechanikai vagy kvantum-statisztikai
rendszerek esetén ezen operatorral sokkal kényelmesebb dolgozni. Kvantum-
statisztikus fizikai alkalmazéasok esetén joval konnyebben kiszamithatjuk vagy
megkozelithetjiik a rendszer allapotosszegét.
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