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1 A variacios modszer

A variaciés médszer szintén egy analitikus kozelité modszer. Olyan esetekben al-
kalmazzuk mikor ismert az analitikus alak amelyben keressiik a sajatfiiggvényt,
de ezen fliggvényben bizonyos konstansok (egyltthaték) értékei nem ismertek.
A médszer a kvantummechanika variacids tételére épiil:

Tétel: Legyen H a kvantummechanikai rendszeriink Hamilton operdtora és
Y(7,t) egy normélt hulldmfliggvény.
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Jel6ljiik a rendszer energidjat a ¢ allapotban (E),-vel:
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Ha 51¢,<E)¢,| vo = 0 (0 a lehetséges ¢ hullamfiiggvényekre vett varidciét jel6li)
a o(7,t) allapotban akkor vo(7,t) sajétfiiggvénye H-nak:

Hipo(7,) = Mo (T, 1) (4)

és A = (E)y,. Azok a 1 allapotok amelyekben 8, (E),, = 0, a H operatornak
sajatfiiggvényei.

Bizonyitas: Keressiik azon dllapotokat, ahol (1/1|FI |1)-nak lokélis minimuma
van és (Y,¢) = 1. Ez a feladat egy klasszikus feltételes minimum feladat. A
megoldashoz a Lagrange multiplikatorok moédszerét alkalmazzuk. Bevezetjik a
K (¢, \) funkcionélt:

K (4, 0) = ([H ) = A(@]v) — 1) (5)
Keressiik a dyp 2K (1, \) = 0 feladat megoldasat (ahol ¢ és A a viéltozok). A
Y(7T,t) valds véltozds komplex fliggvényt felirhatjuk, mint

YT 0) = 0(F 1) T (6)



ahol 6(7,t), p(7,t), valds valtozos valds fliggvények. Egy egyszeriibb jellést
bevezetve: ¢ = 0 - €'?. A varidciészdmitas torvényeit hasznalva:

SK (v, X) = S([H|¢) = (GA) (W) — 1) = Ao (i[e)) = 1)
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Felhasznélva, hogy 0 = 0* és 6(HOe'?) = H6(0e'?) (mivel H linedris operator):
SK (1), \) = / 5(0e™ ") HO P dT + / Oe " H5(0e')dT — (8)
—(5/\)(/ 02d7T — 1) —)\/5(02)d?

Azonnal belathaték az alabbi azonnali egyenletek

5(0e™) = 60e™ + i05pe™? = e (66 + i05p) (9)
5(0e™?) = 60~ — i05pe™ " = e~ (50 — i05p) (10)
5(6%) = 2000, (11)

illetve a kovetkezd egyenlet, ahol felhasznaljuk, hogy H hermitikus operétor:
/ Oe " H(0e')dT = / §(0e?)H+he 9dT = (12)
= / 5(0e’?)HOe " d7
A fenti egyenletek felhasznaldsaval azonnal adédik, hogy:
SK(1h,\) = / e (00 — i06p)HOe P dT + / €' (80 + i05p)Hoe =" d7 (13)
—(5/\)(/ edT — 1) — A/Q@éed?

A fenti egyenletet a d6, d¢ és A variacidk szerint csoportositva:

SK(1h,\) = / [T H(0e™?) + Y H(fe %) — 20)\]00dT +  (14)

+ / (Pi0F(Be~i) — e~ "PiBH (069)]6pd T — (6))] / YT — 1],



A K (¢, ) = 0 feltétel igaz kell legyen V 01, 6\ -ra, vagyis V 60, dp, d\-ra.
A megoldasként elfogadhaté 1y = pe?¥0 fiiggvényekre azonnal kovetkeznek az
alabbi egyenletek:

f¢5¢9d7’ = 1 o ,
e "o H (fge™0) + e"?0 H (fpe "?0) — 200X =0 (15)
i00(e'#0 H (Bge™"#0) — e~ "0 H(0oe™#°)) = 0

Az utolsé egyenletet visszahelyettesitve a masodikba, kapjuk, hogy:

2e 10 H (0pe’°) = 270, (16)
= FI(&oe“"O) = )\906“00
Hepg = Mo

= 1 sajatfiiggvénye a H-nak! A minimalizdlé Lagrange multipliktor a
¥o-hoz tartozé sajatérték, A = Ey = (E)y,. Tehdt (E), lokélis minimu-
mai a H operétor sajatértékei, a minimalizalé hullamfiiggvények meg az adott
sajatfiggvények. Ezennel bebizonyitottuk a kvantummechanika varidcds tételét.

Kovetkezmény:

(E)y globalis minimuma az alapéllapot energidjat adja. A globalis mini-
mumot adé hulldmfiiggvény az alapdllapot hulldmfiiggvénye (sajatfiiggvénye)
lesz.

A bizonyitds azonnali. A bizonyitott tétel értelmében a varidciés feladat
lokdlis minimumai az Ey,FE1,Fs,....E, sajatértékei a H Hamilton-operatornak.
Az alapéllapot energidja, (Ey), ezek ko6zott van és kisebb mindeniknél — tehat
ez a globdlis minimum. A hulldmfiiggvény, amelyre ezt az Fy = <w0|ﬁf [1o)
értéket kapjuk sajatfiiggvénye Hy-nak, tehat H Py = Mg = Ep = A. Vagyis ¢
az alapéllapot sajatfiiggvénye.

Az E alapallapot energidja és 1y hullamfiiggvénye megkaphato tehat keresve
az (E)y = (|H|) funkcional globalis minimumat a (1]¢) = 1 feltétellel. Ha
megvan Ey és 1, az elsd gerjesztett szint Fy energidja és ¢ hullamfiiggvénye
megkaphato keresve a (E)y, = (1| H|¢) funkcionél globalis minimumét a ([t) =
1 és (Yliho) = 0 feltételekkel. Azonos lépéseket kivetve meghatdtozhatdk sorra
az Osszes energiaszintek és a hozzajuk tartozd sajatfliggvények...

A bemutatott varidciés megkozelités a stacionarius Schrodinger egyenlet
megoldasara azonban nem jelent semmi egyszerlisitést és nem mas mint a fe-
ladat atfogalmazédsa. Ha nem tudunk valami plusz feltételt a hullamfiiggvény
alakjarol, a médszer ilyen tipusu alkalmazédsa nehézkes és semmit nem segit! Ha
tudjuk azonban milyen alakban kell keresni a hullamfiiggvényeket a sajatdllapotban
és ebben az alakban szereplé paraméterek értékei nincsenek meghatarozva, a
variaciés médszer nagyon jol alkalmazhaté lesz. Ilyenkor beszéliink a Ritz féle
varidciés médszerrdl.



2 A Ritz-féle variaciés modszer

Tételezziik fel, hogy ismert egy adott sajatfiiggvény analitikus alakja, és ebben
néhany hatarozatlan paraméter szerepel. Pédaul legyen egy egydimenzios fela-
dat esetén:

P(x) = Ae™ " - 2P (17)

vagy esetleg egy masik elfogadhato fliggvény:

U(z) = Ae " . (z + Ba® + ..) (18)

Az a, v, A, B... értékek ilyenkor meghatarozhaték a varidcios médszerrel,
keresve a (1)|H|i) minimumét. A kozelitésiink anndl jobb, minél jobban ki-
taldljuk (megkozelitjiik) az elején a hulldmfliggvény alakjat. Azonnal beldthatd
azonban, hogy ezen kozelités legnagyobb elégtelensége az, hogy nem kontrollalhaté
kozelités, vagyis nem tudjuk megbecsiilni mekkora hibat kovetiink el. Az elkévetett
hiba nagyrészt attdl fiigg, hogy mennyire tudjuk megkdozeliteni (kitaldlni) a valés
analitikus alakjat a sajatfiiggvénynek.

Feltételezve tehat a sajatfiiggvényre egy adott alakot a médszer utanna azon-
nali. Kiszamitjuk az F(«o,v, A, B...) = <¢|ﬁ|¢> funkciondlt és keressiik az F
globalis minimumat, ugy, hogy ¥ normélt legyen. Az altalunk tekintett esetben
példaul a normélasi feltételbdl megkapjuk az A értékét az o, v és B paraméterek
fliggvényében. F' minimumaéanak a megkeresése ekvivalens a

OF 0: OF - oF

da ov OB
egyenletrendszer megoldasaval, ahol a 1 kifejezésében az A értékét a normalasi
feltételbol kifejeztiik az «, v és B paraméterek fliggvényében.

A moédszer alkalmazisdnak az alapfeltétele, hogy ki kell az elején talalni
azt, hogy milyen alakban keressiik a megoldast. Ebben segithet a Hamilton
fiiggvény szimmetridjanak a tanulmanyozasa. Ha példaul H(7) = H(=7) kiin-
dulé fiiggvényként egy péros fiiggvényt tekintiink, ha pedig H(7) = H(| 7)),

=0 (19)

kiindulé fiiggvényeinket az impulzusnyomaték {I:Q, L.} operatorok kozos sajat-
fliggvényeinek a felhasznaldsaval épitjiik fel. A varidciés médszer sikeres alka-
Imazdsdhoz azonban sok gyakorlat és tapasztalat sziikséges !

Hogy beldssuk egy konkrét esetben, hogy a mddszer hogyan miikédik tek-
intsiik a kovetkez6 feladatot. Legyen egy kvantummechanikai részecske centrélis
erOtérben, ami egy plusz potencial tagot tartalmaz a Coulomb tipusu er6térhez
képest. Polar koordinatdkat hasznalva a rendszer Hamilton operatora:

N h? A B
H=—g-A- = (20)

19,,0, 1.1 9, 0 1
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Keressiik az alapallapot energiajat! Mivel a rendszer centrélis erétérben
van, hasznédlhatjuk mindazon altaldnos eredményeket amelyeket ilyen esetben



kaptunk. A rendszer hulldmfliggvényének a 6 és ¢ polarkoordinatdktdl fiiggd
része az L2 és L, impulzusnyomatékok kézos sajatfiiggvényei kell legyenek. Az
alapallapotban az ezeknek megfelelé kvantumszamok [ = 0 és m = 0. Ilyen
esetben akkor a hullamfiiggvény 0 és p-t6l fiiggd része egy konstans. Tételezziik
fel, hogy az alapallapot hullamfiiggvénye ugyanolyan alakii, mint a Coulomb po-
tencidl esetén (ami egy jé kozelités ha B << A). Keressiik tehédt az alapallapot
hullamfiiggvényét a 1p = Ne " alakban, ahol a a varidciés paraméter. Az
N normélasi konstans meghatdrozhaté majd az a fliggvényében, felhasznalva a
normélasi feltételt:
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Ezek alapjan irhatjuk, hogy:

(T8 =(— )2e"; (24)
Pt =1 (25)
Szamitsuk ki most (E)y = (|H|¢) értékét:
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A fentiek alapjan:

15 15
(E)y = %cﬁ — Aa + 2Bd? :a2(%+23) — Aa (30)
I(E)y n?
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oa a(2m +25) (31)
da T T B (32
vagyis az alapéallapot hullamfiiggvénye
a3
Yo(T,t) = (f)ae*aor (33)
és ezéltal az alapallapot energidja:
A?m? R Am
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A Hidrogénatom specidlis esetében B = 0; A = és visszakapjuk az

me4

By = ——1¢
0 32m2e2h?

(36)

alapallapot ismert energiajat!

A B # 0 feladatra a kozelitésiink anndal jobb minnél kozelebb van az alapéllapot
hullamfiiggvénye az altalunk valasztott alakhoz, vagyis minnél inkabb igaz a
B << A feltétel.



