Kozelito modszerek

January 16, 2007

Nagyon sok esetben a kvantummechanikai feladat egzaktul analitikusan nem
tanulmanyozhaté. Ilyenkor numerikus és kozelité moddszereket alkalmazunk.
Két elterjedten és dltaldnosan alkalmazhaté kozelité mddszeriink van: (I.) a
perturbdciés médszer, és (I1.) a varidcids médszer. Ezen fejezet keretében ezt a
két médszert fogjuk részletesen tanulméanyozni.

1 A perturbacios moédszer

Legyen a rendszer Hamilton fiiggvénye H
H=Hy+ H’ (1)

ahol a Hy Hamilton-fiiggvénnyel leirt rendszerre a kvantummechanikai feladat
egzaktul megoldhaté R
Holko) = E}|ko), (2)

tehdt ismertek az EY sajatértékek és a |ko) sajdtvektorok. Feladatunk megoldani
a H operéatorra a stacionarius Schrodinger egyenletet

H|k) = Elk), (3)

vagyis meghatarozni az Ej, sajatértékeket és a |k) sajatvektorokat. Ha H' < H
alkalmazhaté a perturbacidos moédszer, amelynek 1ényege, hogy feltételezziik:

k) = ko) + |K")
Ey = E) + E},

ugy, hogy:
E, < E); (KK < (kolko) (4)

Kiindulunk a megoldandé egyenletbdl:
Ak = Bky; (Ho+ 1) (ko) + 1K) = (B + BY) (ko) + 1K) (5)
Hylko) + H'|ko) + Ho|k') + H'|k') = EQ|ko) + Ej|ko) + E2|K'Y + EL K'Y (6)

és az els6rendii perturbacios moédszer keretében elhanyagoljuk a masodrendiien
kicsi tagokat: H'|k") és Ej |k')-t. (Ezen kurzus keretében keretén beliil csak az
els6rendii perturbaciés mdédszerrel foglalkozunk.)



Felhasznalva, hogy Holko) = EY|ko), a (6) egyenletbél azt kapjuk, hogy:
H'[ko) + HolK') = E}[ko) + E}[K) (7

Bevezetve most a H' = U jelSlést:
(0 = BL) Iko) = (B2~ Ho) ). (8)

A fenti egyenletbdl keressiik az Ej, és |k') értékeit.
Két kiilonbozé esetet fogunk targyalni: I. eset az EY sajatérték nem elfajult,
illetve a II. eset mikor az EY sajatérték elfajult.

1.1 E} nem elfajult

Az el6bbi fejezetekben tanultak alapjdn tudjuk, hogy a |ko) sajdtvektorok egy
reprezentaciét definidlnak. A |ko) sajitvektorok segitségével egy ortonormélt
bazist tudunk épiteni az dllapotvektorok terén. Induljunk ki a (8) alapegyen-
letiinkbdl, amelynek mindkét oldalat beszorozzuk a (jo| sajatvektorral:

(0 = BL) Iho) = (B2 — Ho ) 1K) Gl (9)
Holjo) = EY|jo) (10)
Azonnal adédnak az alabbi egyenletek:

(Gol(U = Ep)lko) = (jol (ER, — Ho)[K') (11)
(o|Ulko) = (Go|Elko) = (ol ERIK") — (ol Holk") (12)

—_——— —/——

U; kB

Ujk — 0jnEj, = B Golk') — B3 (jo k') (13)
Ujk — 0By = (B} — E7) {jolk') (14)

Ha a j = k esetet tekintjiikk azonnal adédik, hogy:
Ej, = Ugi = (ko|U]ko) (15)

A |K') vektorok meghatdrozdsdnak az érdekében felirhatjuk, hogy

K = cilio) (16)

ckj = (jolk") (17)

ugyanis a |jo) vektorok egy bazist alkotnak a Hilbert teriinkén. A (14) egyenlet

értelmében: ,

Uik — Eidjie _ Ujk — UriGjk
EY — E;? EY — E;?

(Jolk') = (18)



Ha j # k
Usjk

(Jolk") = enj = —5"—+5> (19)
7 Eg — E?
aminek értelmében:
Ui .
1) = cxalko) + 32 =Eljo) (20)
jG#k) R T

A fenti egyenletben a ¢y értéke még hatdrozatlan. Legyen azonban |k) =
|k"Y + |ko) normdlt:

(klk) = ((K'] + (kol) (IK') + ko)) = (K'[k') + (ko k") + (K'[ko) + (Kolko) = 1 (21)

Mivel
(K'[K") =~ 0; (kolko) = 1, (22)

azonnal adédik, hogy (ko|k’) + (k'|ko) = 0, ahonnan :
Crhk + Chpy =0 — cpp = ta,a € R (23)

Semmi més kikotésiink nincs cg-ra vonatkozéan, ezért a-t szabadon megvalaszthatjuk.
Az egyszerliség kedvéért valasszuk ugy, hogy a = 0 = ¢ = 0. Felirhato tehat:

Ui .
By = > ﬁbo) (24)
iG#k) TR

A nemelfajult EY esetben a kitiizott feladat megolddsa az elsérendii perturbécios
kozelitésben:

Ui .
ky =K%+ Y ﬁb(ﬁ (25)
iG#k) kT
Ey, = E} + Upy, (26)

(Uij = <i0|0|j0>)

Azonnal észrevehetd, hogy ezen targyaldsmédban problémédk vannak, ha E?
elfajult, ugyanis ilyen esetben a |k’) (24) kifejezésében tobb végtelen tag jelenik
meg, és igy |k) alakjara tobb hatdrozatlan egyiitthaté marad. A kovetkezékben
meglatjuk, hogy ilyen estben hogyan jarunk el.

1.2 E} elfajult energiaszint

Azonnal észrevehetd, hogy a nemelfajult esetben alkalmazott gondolatmenet
nem alkalmazhaté a |k) meghatdrozdséra a (24) dsszegben megjelend végtelenek
miatt. Az elobbi gondolatmenet nem alkalmazhaté ugyanakkor az FEj ener-
giaértékek meghatarozasara sem, mert az elso korrekcids energiaértékek a kivalasztott
bazisvektorok kozti matrixelemektdl fiiggnek, ezek meg tudjuk, hogy tetszoleges
modon vélaszthatok az elfajult sajatvektorok altal generalt altérben.



Legyen tehdt az EY elfajult energiaszintiink
HOEOm) = E2|k"m), (27)
ahol m az elfajuldsi index: m = 1,g (g az elfajuldsi fok). Keressiik a
Hlkw) = Egy|kw); w=1,g (28)

sajatértékegyenlet megolddsat, vagyis az Fi,, perturbalt energiaszinteket (ame-
lyek lehetnek tovabbra is elfajultak vagy nem elfajultak) és a perturbécié sordan
kapott |kw) allapotvektorokat. A nemelfajult esethez hasonléan felirhatjuk,

hogy

H=Hy+U U < H
Ekw = E]ICw + E](C) Ellcw < Eg ’ (29)
[kw) = [k*w) + |(kw)")  ((kw)'[(kw)") < (k*w|k*w)
ahol
g
|[k*w) = Z Qo | KOm) (30)
m=1
Holk*w) = EQ|k*w) (31)

Amint az elején mér hangsilyoztuk ebben az esetben még a nem-perturbalt
|k*w) dllapotvektorok sem ismertek, ugyanis ezek is elvileg barhogy megvalaszthaték
az elfajult sajatvektorok &ltal generdlt altéren. Keressiik tehat az E}, , |(kw)")
és |k*w) mennyiségeket.

Azonnal felirhatok a perturbécios moédszer alapegyenletei:

(ﬁo + U) (Ik*w) + [(kw)")) = (ER + EL,,) (|k*w) + |(kw)")) (32)
Holk*w) + Ulk*w) + Ho|(kw)") + U|(kw)') =
= EB)|k*w) + B|(kw)') 4+ B, |k w) + E}, | (kw)") (33)

Megint az elsérendii kozelitést alkalmazva: Ul|(kw)') ~ 0 és Ej |(kw)') =~ 0.
Mésrészt tudjuk, hogy Holk*w) = E?|k®w), és ezek ezaltal a (33) egyenlethél
azt kapjuk, hogy:

Ulk*w) — Ep,, [k*w) = E}|(kw)') — Ho| (kw)’) (34)

Legyen |k°l) egy adott sajétallapot (|k°) € {|k%m)}), a kezdeti bazisvektoraink
egyike. Beszorozva ezzel a fenti egyenletet:

(KLU |k*w) — Ef,, (K°1k*w) = EQ (k01 (kw)") — (k°1 Ho|(kw)') (35)
= (KU |k w) — B, (Klk*w) =0 Vi=T,g; Vw=1,g (36)
Mivel v
E*w) = > [k"m) - duwm, (37)
m=1



a (36) egyenletiink azonnal tovdbbirhaté

g g
ROUTLD " [EOm) - dwm — Epy (K1) Y [KOm) - aum =0 (38)
m=1 m=1
g g _
> awmUfy, = By Y tuwmlim =0 ¥Vi=Tg Yw=Tyg, (39)
m=1 m=1

ahol az U} = (kOUT|kOm) jelBlést alkalmaztuk. Ezek alapjén tehét g - g = g2
szamu

g
> awmUfy = By a1 =0 Vi=T g Vw=Tg (40)

m=1

egyenletiink van (+¢ normélési egyenlet |k®w)-re!). Az ismeretlenek:

-
%iw ;? }92 + g ismeretleniink van. (41)

Azonnal belathaté, hogy a;;-ben egy homogén egyenletrendszeriink van! Trivialis
megoldds: a;; =0, V 4,5 = 1, g, mi azonban a nem trividlis megolddsokat ker-
essiik!
A (40) egyenletekben legyen w = 1 és bevezetjitk a kovetkezd egyszeriisité
jelSlést: Ui’} =Uj;.
(l = 1) a11U11 + a12Uqrs + a13U13+ ... + algUlg — Ellﬂau =0
(l = 2) a11Uz1 + a12Us9 + a13Us3 + ... + (ngUQg . E]/clalg =0 (42)

(l = g) angl + algUgg + a13U93 + ...+ algUgg — E,’Clalg =0

Ahhoz, hogy nemtrivialis megoldast kapjunk, vagyis hogy megkapjuk az a1, ajo, . . .

értékeit és igy a [k*1) = Y9 _| a1, |k®m) nulladrendii kozelitést |kw)-re, a ho-
mogén egyenletrendszeriink szekularis egyenlete nulla kell legyen:

U11—E]I€1 Uia Ulg
U21 U21 - EI “e. UQ
) M I —0 (43)
Up Up .. Ug—El

A fenti (43) egyenlet az U operdtor sajétérték-egyenlete az E2-hoz tartozé
sajatvektorok alterén. Ennek az egyenletnek k szamu valés gyoke van, ugyanis
Ej,-ben egy g-ed rendl egyenlet, U pedig mérhet6 fizikai mennyiséghez ren-
delt operdtor. Ej,-re tehdt g lehetséges értéket kaphatunk! Azonnal feltehetd
kérdés, hogy mi a g szamu megoldés fizikai jelentése? Eszrevehetd, hogy w =2
esetén az asy,aza, ..., a2y ismeretlenekre ugyanazt az egyenletet kapjuk, mint
w = 1 esetén. Hasonléan tovabb... és végiill w = g esetén is ugyanazon szekularis



nemelfajult szintek

6-szorosan elfajult Perturbacio

Figure 1: Egy 6-szorosan elfajult szint elfajultsiganak a teljes felbomldsa a
perturbacié kovetkeztében

egyenleteink vannak. A g szdmu gydk tehat az E;, E,, ..., E}, , értékeinek felel
meg. Az
aixz aiz ... aig
a1 a2 ... Q2q
(44)
ag1 Qg2 -.. Qgg

konstansok meg meghatarozhatok, ha sorra behelyettesitjiik az egyenletekbe az
Ej .-re kapott értékeket. Tobb esetet kiilonboztetiink meg:

1. A szekuldris egyenletnek g szami egymastol fiiggetlen gyoke van: €1, €a, ..., €.
Ilyen esetben a perturbécié hatdsara a g-szer elfajult energiaszint felbom-
lik g szdm1 nem-elfajult energiaszintre:

Erw = E) + €y (45)

A kiilonb6z6 szintekhez tartozé hullamfiiggvények azonnal meghatdrozhatdok
a nullad rendii kozelitésben: |k®w)

k*w) = au|k°1) (46)
=1

Behelyettesitve a szekularis egyenletbe €,,-t, megkapjuk a1, @w2, - - ., Gug
értékeit (a1 fliggvényében). A normdldsi feltételt kiréva, meghatdrozhatd
a1 értéke is. Ha sziikséges, akkor meghatdrozhaték a |(kw)’) korrekcidk
is a kiilénboz6 szintekre. Ezeknek a meghatarozdsival azonban itt nem
foglalkozunk.

2. A szekuléris egyenletnek egybeest gyokei is vannak:
€1,€2,...,€p h<g
—_——
kiilonb6z6 gyokok

A perturbécié hatdséra (els6fokon) a g-szer elfajult energiaszint felbomlik
h kiilonboz6 szintre. A perturbécié hatdsara az elfajultsig csak részlegesen
szlinik meg.



2-szeresen elfajult

6-szorosan elfajult Perturbacio ]
3-szorosan elfajult

nemelfajult

Figure 2: Egy 6-szorosan elfajult szint elfajultsiganak a részleges felbomldsa a
perturbacié kovetkeztében

1=0 E' 1=0
I

Figure 3: Energiaszintek a fliggetlen illetve a kvézi-fiiggetlen elektron kozelités
szerint

Az egyszeri gyokokhoz tartozé nulladrendii hullamfiiggvények meghatarozhatok
ugyanugy eljarva mint az 1. esetében. A tobbszoros gyokokhoz tartozéd
nullad rendi hullamfiiggvények nem hatarozhatok meg teljesen. Fzek
kevert allapotok maradnak, és a kevert allapotot meghatarozé altér di-
menzidja a gyok rendje lesz! Ezen kevert allapotokra a;i,aio, ..., aig-1re

g — a egymastdl fliggetlen egyenlet irhaté fel, ahol o = a gydk rendje
(vagyis, hogy hdnyszoros gyok).

A perturbaciés modszer alkalmazdsdval kvalitative azonnal megértheté a
tobbelektronos atomok energianivéinak a szerkezete:

- Az elektronok kozti kolesonhatés kis perturbacionak tekinthetd.

- Ezen perturbacié hatasara az F,, energiaszintek elfajulasa részben megsziinik
(az energiszintek felhasadnak az | mellék-kvantumszam értéke szerint).

A kovetkezokben ezen gondolatmenetet részletesen kifejtjiik, es konkrét példaként
a He atom esetét targyaljuk.



1.3 A perturbaciés mdédszer tobbelektronos atomokra. A
kicserél6dési kolcsonhatas He atom esetén

A kovetkezokben a legegyszertibb tobbelektronos atomot, a He atomot, targyaljuk
perturbécids megkozelitéssel. A két elektronra felirt Hamilton fliggvény:

2

2
P - D2 - PRI -
H=>L - 4
B + V(i) + 2. + V() + V' (r1 —r3)) (47)

N B I B

_ 48
2me  4mweor:  2me  4dmegra  4dmeo (|11 — 13|) (48)

Hy U

A rendszer Hamilton fliggvénye felfoghat6 tehat tgy mint egy Hy és U fliggvény
Osszege. A valésigban U ugyanolyan nagysdgrendil, mint Hy, de itt mégis
egy kis perturbaciéként kezeljilk. Moddszeriinkben ez egy elég durva kozelités.
Felirhatjuk most a rendszer Hamilton operdtorat mint:

I h? 2e? h? 2e2 e?
H=(-—A -2 LA P —— 9 49
( 2Mme ! 47reor1> + ( 2me 2 47reo7"2> + dmeq (|1 — 73]) (49)

Hy Hy v

AH D és ﬁg operdtorokra a kvantummechanikai feladat egzaktul megoldott (ez
a H szerti ion esete):

H?wnﬂlml (’I“_i) = ET(’)Ll wnlllml (’I“_i) (50)

Unytim, (77) ismertek és B lehetséges értékei szintén ismertek.

0 dedme 1
" 16m2e22h% 0} n?

(51)

Egy elsd, (nulladrend(i) megkozelitésként alkalmazhatjuk a U perturbécics tagot
(ennek egy dtlagértékét, amit konstansnak tekintiink!) a ¢, 1, m, (71) egyrészecske
allapotokra. Ennek a hatdsa az, amit az el0z6 fejezetben elOrevetitettiink: az [
értékei szerinti felhasadasa az energiaszinteknek.

Tekintstink most egy jobb kozelitést, és vizsgaljuk direkt médon a két elek-
tronbdl allé6 kvantummechanikai rendszert. Nulladrend megkozelitésben

V01, 7%) = Ya(17) - o (r3) (52)
U(r1,73,01,02) = Y°(11,73) - x(01, 02) (53)

A teljes hulldmfliggvény (¥) antiszimmetrikus kell hogy legyen a részecskék
felcserélésére nézve!

Tekintsiik most a rendszer legalacsonyabban fekv energiaszintjeit: az (1,0, 0)
és (2,0,0), az orbitalis véltozdk szempontjabol nemelfajult szinteket.



1. Legyen mindkét részecske az (1,0,0) allapotban:

a=(1,0,0) .
b=(1,0,0) } alapallapot
Ej, = Ei00 + E100 = 2100 (54)

Ilyenkor az orbitdlis hullamfiiggvény
(71, 73) = P100(71) - 1100 (73), (55)

szimmetrikus a részecskék felcserélésére nézve. Mivel a teljes hullamfiiggvény
antiszimetrikus kell legyen, x(o1,02) antiszimetrikus, amit olyan esetben
kapunk ha az eredd spin nulla: o, = 0. Ez az allapot tehat egy nem elfa-
jult &llapot, és az U perturbéciénak az egyetlen hatésa az lesz, hogy ezen
dllapot EY energidja egy kissé megvaltozik.

2. Legyen most az egyik részecske az (1,0,0), a masik meg a (2,0,0) dllapotban.

(1,0,0)
(2,0,0)

} az els6 gerjesztett allapot
Ey = E100 + E200 (56)

Ennek az 4llapotnak az energidja tehat: E,. Az orbitalis hullamfiiggvény
lehet gy szimmetrikus, mint antiszimmetrikus a részecskék felcserélésére
nézve.

(6007, 73) + 00 (73, 71)] = —= [100(7L) - 200 (73) + $100(3) - w00 (71)] (57)

wg(ﬁv@) =

-5

[0, 7m3) —°(r3,77)] = 7 [¥100(71) - ¥200(r2) — P100(72) - 200 (71)] (58)

Attol fiiggben, hogy az orbitalis rész szimetrikus vagy antiszimetrikus, a
spintdl fiiggd rész antiszimetrikus vagy szimetrikus kell legyen:

AGHDE

Sl =Sl

Y — x(01,02) antiszimmetrikus tartozik o, =0 1]
5 . . . (59)

vy — x(o1,02) szimmetrikus tartozik o, =1 17

Az E, energiszint tehat kétszeresen elfajult. Az U perturbécié hatdsara

ez a két (elfajult) energiaszint felbomlik két elfajulatlan szintre. Az elfa-

jult allapotokra valé perturbaciés modszert alkalmazzuk, és felirjuk a

szekuldris egyenletet az E, energiaértékre valé korrekcidra:

Uss —¢ Usa

Uas Usa—e | 0 (60)
Uss = (48|U[42)
Usa=( %V{IWO (61)
Uas = ( ,%H{W?Q =Uga
Uaa = @41U[S)



Azonnal beldthaté, hogy Usqa = Uas = 0, mert U egy szimmetrikus
operator a két részecske felcserélésére nézve, és ennek a métrixelemei egy
szimmetrikus és egy antiszimmetrikus dllapot kozoétt nulldt adnak. A
szekularis egyenletnek két megoldasa van, €1 és e

€1 = Usgs; €2 =Uaan

Uss— Ot s UppeO—a CA>0 (62)

ahol a C és A konstansok:

S
2 471'6()7"12

2
A= %// % . (%700 (11)¥200(71) - 1100(12) 300 (13) +

(100 - 200 ) + lr00 (7)1 - 00 (7|7 ] dridr (63)

471'6()7"12
+10100(11) %300 (11) * Y100 (72)10200 (13)] dridrs (64)

A C konstans a két olyan elekron taszitasi energidjat jellemzi, amelyeknek
val6szinfiségi eloszldsai: [Y100(r7)[? és [1ha00(r3)]>.

Az A konstanst kicserélédési integralnak nevezziik, ennek a zérétél kiilénb6z6
volta vezet az F, szintnek a felhasaddsahoz, és ezéltal az u.n kicserélédési
kolcsonhatashoz:

E) = Eig0 + Ea00 + C+ A — EJ° = Ejg0 + Ea00+ C+A 0,=0 (65)
—>E8A = Fi00+ 200 +C -4 0.=1

Lathato tehat, hogy az E; szint felhasad két szintre. Ha a az elektronok

teljes spinje 0, akkor az Egs allapotban lesz az ez els6 gerjesztett szint,

ha az elektronok teljes spinje 1, akkor az E(g)A allapotban lesz az els6
gerjesztett szint. A rendszer energidja tehat fiigg a spinek 6sszeadasdnak
modjatol, vagyis a hullamfliggvény spintél fliggd részének a szimmetridjatol!

Ezt a spinédllapotoktdl indirekt médon fliggo kolesonhatast nevezziik kicserélodési
kolesonhatasnak.

A He atom esetén tehat a legalacsonyabban fekvé energiaszintek, az elek-
tronok kozti kolesonhatas elhanyagolasaval, illetve ennek perturbaciéként
valé figyelembevételével a 4. dbrdn vannak felvazolva:

10



egyrészecske allapotok kétrészecské allapotok
perturbialt energiszintek

E(2,0,0)+ E(1,0,0)+C+A 0=0

__E@001+E100) E(2.0,04+E(1,0,0)+C-A 0=1

2E(1,0,0)+d 0=0
2E(1,0,0) -

Figure 4: A He atom alap és elsd gerjesztett szintje a részecskék kozti
kolesonhatas elhanyagolasaval, illetve ennek a perturbaciés figyelembevételével
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