Az impulzusnyomatékok Osszeadasa
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Legyen két kvantummechanikai impulzusnyomaték (J_i és J;), amely kiilon-
kiilon és egyiittesen is jellemzi a kvantummechanikai rendszeriinket. Ez lehet
példaul egy elektron orbitdlis és spin impulzusnyomatéka vagy egy atom esetén
két kiilonboz6 elektron orbitalis mozgasabdl szarmazéd impulzusnyomaték. Ha
a két impulzusnyomaték kolesonhat, akkor értelmezhetd egy eredd (Osszeg) im-
pulzusnyomaték, amely szintén a kvantummechanikai definiciénak eleget tevo
impulzusnyomaték kell legyen.

Jellemezze a J_i impulzusnyomatékot a j; kvantumszam

Ji3jima) = j1(j1 + 1)]jima) (1)

Jiljima) = maljima), (2)
ahol my € {—j1,—j1+1,...,51 — 1,j1}. A UJ|jim1) vektorok Osszessége egy
€, 21 +1 dimeriziés) vektortéren egy standard reprezentaciét alkot.
Jellemezze a Jo impulzusnyomatékot a js kvantumszam

J22|jama) = ja(ja + 1)|jama) (3)

Jo2|jama) = ma|jama), (4)

ahol mao € {—ja, —ja + 1,...,52 — 1, ja}. A J|jama) vektorok Gsszesége egy
€;, (2j2 + 1 dimenzids) vektortéren egy standard reprezentéciot alkot.

A ji és jo érékét lerogzitve értelmezhetd az ¢;, 5, = €5, ®¢€;, vektortér, amely
(241 + 1)(2j2 + 1) dimenziés. Ezen a €;,;, vektortéren egy bazist alkotnak a
|[71j2mima) = |jim1) ® |jame) vektorok Gsszessége:

Z lj1jemima) (j1jamima| = I (5)

mima2

Ertelmezziik most a L .
J=J1+J2 (6)

impulzusnyomatékot, amely megfelel a két impulzusnyomaték 6sszegének. Fo-
gadjuk el, hogy a kvantummechanika keretében J az ¢€; ;, vektortéren van



értelmezve! Mivel J = (Jz, Jy, J>) szintén egy kvantummechanikai impulzus-
nyomaték, a komponenseire érvényesek az ismert kommutalasi osszefiiggések:

[72,0.] = [72.4)] = [72.1] =0
[ dy| = s (7)

Ezen ered6 impulzusnyomaték komponenseit meg megkaphatjuk a két 6szeadodd
impulzusnyomaték komponenseinek a segitségével:

jz = Jiz + Jéz
Jy - le + J2y (8)

Mivel J egy kvantummechanikai impulzusnyomaték a J2 és J.-nek kell
legyen egy kozos sajatvektor rendszere a €, 5, vektortéren. A |jijamime) vek-

torok nem felel meg ennek a célnak, ugyanis {JAQ, J;z} # 0; {jQ, J;Z} #0! A
|7172ma1ms) vektorok sajatvektorai a J,-nek:
J:|jrjamams) = (Jiz + Jiz) lj1j2mime) = (m1 + mz)|j1jamima)  (9)
Ugyanakor azonnal belathaté (gyakorlatként érdemes bebizonyitani):
[/2,02] =0
[ﬁ, J;ﬂ =0 (10)

ahonnan azonnal kovetkezik, hogy a J 2 J,2, J,% operatoroknak van egy kozos
sajatvektor rendszere. Mivel azonban

|:j2) J;1:| 7& 0
[J2,25] #0 (11)
lathatd, hogy a J 2 J;l, J;Q operatoroknak nincs kozos sajatvektor rendszere,

ezért |j1jomime) nem sajdtvektorai J2-nek!.

Jeloljiik a j2, J., J12, Jo? kozds sajatvektorait az €, 5, vektortéren |j; jo J M)-
el. Tlyen esetben igazak az aldbbi egyenletek:

Ji?|jrje I M) = ji(jr + 1)|jrjaJ M) (12)
J2?|j1j2 I M) = ja(jo2 + 1)|j1j2 I M) (13)

AL . 1 3
J2|j1je I M) = J(J + 1)|j1j2J M) J:§,1,§,... (14)
J22|j1j2JM>ZM(M-l-l)UleJM) M=-J,...J (15)



Vildgos, hogy a |j1j2J M) vektrorok is bazist alkotnak az ¢, ;, vektortéren, és
kifejezhetSk a |j1jo2mims) vektorok segitségével:

|j1j2 I M) = f(|j1jamima)) (16)

Ezen fejezet keretében a |j1joJ M) vektorok alakjat akarjuk meghatdrozni a
|71j2mima) vektorok fiiggvényében, és keressiik a J és M lehetséges értékeit.
Mivel |j1j2J M) € €;,;, azonnal felirhatjuk, hogy:

g2 M) = > |jijamama)(jrjamimaljijeJ M) abol  (17)

m1,m2

a (j1j2mimalj1j2J M) mennyiségek konstansok. Ezeket Clebsch-Gordan egytitthatéknak
nevezzilk és rovid jelolésiik: (jijomime|JM) (a |j1jemims) vektorokban a
hatarozatlan fazistagokat mindig gy vessziik, hogy a Clebsch-Gordan egyiitthaték
valésak legyenek). A megoldandé feladatunk tehat:

<j1j2m1m2|JM> =7
J=? M =?

A feladat megoldasa érdekében két tételt bizonyitunk:

1. Tétel

A Clebsch-Gordan egyiitthaték csak akkor zérétdl kiillonbozoek, ha: my +
mo = M.

Bizonyitas:
J.|j1jamima) = (my 4 ma)|jijamims) (18)
J2|j1ie I M) = M|j1j2J M) (19)
M # miy + ma, = (jijamimal|jije M) = (j1jamime|JM) = 0, (20)

ugyanis ilyen esetben ezek a vektorok a J.. hermitikus operator kiilonbozo sajatértékeihez
tartozo sajatvektorok, amelyek merolegesek egymasra.

2. Tétel

A J kvantumszam lehetséges értékei:

(1 +J2), U1 + g2 = 1), ... |51 — 2 (21)
vagyis:
lj1 — g2l £ J < j1+jo (22)
Bizonyitas:

- A |j1jemims) tipusu bézisvektorok szdma (251 +1)(2j2 +1). A |j1j2J M)
tipusi bazisvektorok szdma szintén (251 +1)(2j2 +1) kell legyen. Mindkét
tipusi bézisvektorok a J.-nek a sajatvektorai az e, j, vektortéren.

- Ha k darab [jijomims) tipusd béazisvektor van, amelyre mq + mg =
m (m rogzitett), akkor k darab |jijaJM) tipusi egymadstdl fiiggetlen
olyan bazisvektor kell legyen, amelyre M = m, és ezek a J értékében
kiilonbonboznek egymastol.



- m1 + mg maximélis értéke j; + jo (m1 = j1,ma = j2) = M maximélis
értéke (j1 + j2). Egyetlen ilyen dllapot van: J = j; + jo. Ha J nagyobb
lehetne, mint (j1 + j2), akkor megjelenne egy nagyobb M is, ami nincs!

- Ha

my=j1—1 mo=js

mi+me=j1+je—1=M= . :
! 2T T {mlz.h my =j2—1

(23)
Két ilyen allapot van, ezért M = j; + jo — 1-nek megfelel J = j; + jo és
J=j1+Jj2—1

- Ha

my = j1 my = jo — 2
m1+m2=j1+j2—2=M:> m1=j1—1 m2=j2—1
mp=j1—2 ma=j2

J=7j1+7
— J:j1—|-j2—1 (24)
J=j1+7j2—2
- Ha
my+mo =j1+j2—2ja =M (J2 < j1), (25)

ebbdl lesz a maximalis szamu allapot, amelyek a

J=75+7
J=5+75-1
J=7J1+7J2 =2 % értékekhez tartoznak. (26)
J=Jj1—J2
- Ha
mi1+mo=7J1+j2—2ja—1=M, (27)

ebbdl mér eggyel kevesebb allapot van, amelyek a

J=71+7

J=gp+7—-1

) értékekhez tartoznak. (28)
J=j1—J2+1

Ezt a gondolatmenetet folytatva végiil megkapjuk, hogy:

|71 —d2l <J <j1+ 72 (29)
M=—J~J+1,...0-1,7 (30)



1

Osszesen igy:

201 +72) + U+ 201 +je— D)+ 1+ ... +[2(1 —j2) +1] =
=2(j1 +72)(2j2 + 1) =20+ 1+ 2+ ... 2j2) + (22 + 1)
=2(j1 +J2)(2j2 + 1) — 2(2j2 + 1)j2 + (242 + 1)

= (2j2 + 1)(251 +2j2 — 2j2 + 1) = (251 + 1)(2j2 +1)  (31)

szadmu |j1joJ M) egymdstol fliggetlen bazisvektor lesz, ami megegyezik a
|7172mams) tipusi bazisvektorok szdmaval!

A Clebsch-Gordan egyiitthatok meghatarozasa

Miel6tt egy receptet adnank a Clebsch-Gordan egyiitthaték meghatarozaséara
lassuk ezen eggyiithatdk tulajdonsagait. Ezen tulajdonsagok segitségével sokkal
konnyebb lesz majd a Clebsh-Gordan eggytitthatékat meghatérozni.

1.1 Normalasi és ortogonalitasi tulajdonsagok:

> (Grgamama| I M) (j1jamama| ' M) = 855 6nnr (32)
mi,ma

Z<j1j2m1m2|JM)<j1j2m'1m'2|JM) = 5m1m’15m2m’2 (33)
M

Bizonyitas:

a. Induljunk ki a kovetkez6 egyenloségekbdl:

(rja M |jija' M"Y = (j1jad M|I|j1jad' M"Y = Sy 560 (34)
I= Z |71jamima) (j1j2mime| =

mi,ma2

> (g2 I Mljrjamams) (Grjomamaljrjad M) = 6.5 6nare (35)

mi,m2

A fenti szummaéban levd skalaris szorzatok a Clebsh-Gordan eggyiitthaték
(vagy ezeknek a komplex konjugéltjai). Mivel a Clebsh-Gordan eggyiitthatdk
valésak: (j1jaJ M|j1jamime) = {j1jemimal|jij2J M). Felhasznalva a Clebsh-
Gordan eggyiitthatdk jel6lését, kovetkezik:

> (jamamal JM) (1 jamamal J' M) = 615 5vme (36)

my,ms2



b. A bizonyitds az el6z6hoz hasonld. A 1épések a kovetkezok:

(j1jamamaljijomimb) = (jrjamamal I j1jamimb) = 6myimy Omamy  (37)

I=""|jija I M){jrja I M|

JM
> Grgamamoljijad M) (jujad M|jrjemimse) = Smimi Smam; — (38)
JM
(39)
Felhasznalva a Clebsh-Gordan eggyutthatdk valés voltéat
(J12 T M|jrjam’imy) = (jijamimy|jija M), (40)
a (38) egyenlet a bizonyitandé egyenléséget eredményezi.
Z<j1j2m1m2|']M><j1j2m/1m/2|']M> = 5m1m’15m2m’2 (41)
J,M
1.1.1 A Clebsch-Gordan egyiitthaték meghatarozésa
g2 M) = > |j1ijemamsa)(jrjamama| J M) (42)

mi,ma2

Vegyiik az M = J,J = j1 + jo esetet. Ebben az esetben csak a (jijaj1j2|J M)
egyutthato zérotdl kiillonbozo, tehat:

lj1j2d ) = |j1jej1je)és

(J1j2drjelJJ) =1 (43)
Bevezetjiik a:
{J:=J1:+J§ (44)
Jy = Jit + Jag

operatorokat. Tekintsiik a |j1j2J M) vektort és erre a J_ operator hatasat:
T-ljija ] J) = (Ji- + Jo-)|jrjz T J) (45)

Az egyenlet kétoldalan felhasznéalva most a f_, JI_, Jo_ operatorok hatasat:

VIT+1) = J(J = D|jrjad (J = 1)) = /j1(j1 +1) — j1(jn — D]jaja(ir — 1)j2) +
+v/G2 (2 + 1) = j2(ja — Dljrjajn (G2 — 1)) (46)

o JAGIUAGD B
lj1g2J (J — 1)) = I M jrdaGin — 1)ja) +

Vi2 (21D —ja(j2—1)
NRVECICER b FICF |3132J1(J2 —1)) (47)

VIT+1)—J(J-1)




Innen,

Y o VG 1) =i - 1)
(j1j2(jh — 1)jolJ(J — 1)) = N EDE TS (48)
GraaGia = )I(J = 1)) = Y22+ D~ jala — 1) (19)

VIT+1)—J(J—1)
vagyis még két Clebsh-Gordan koefficienst meg tudtunk hatarozni. Hasonléan:
T jrjed (J = 1)) = (jrja(ir = Dl T (J = D)1= + Jo-)|jra(r — 1)ia) +

(1241 (G2 — DIJ(J = D)(J1— + Jo-)|grgegi (2 — 1))
= (g2 (i1 = Djal J(J = D)V (1 — Djn — (G — 1) (1 — 2) |2 (1 — 2)52)
)
)

+ (12 (i1 — Vel J(J = 1))/ 2 (G2 + 1) — j2(j2 — 2)|j1d2(j1 — 2)(j2 — 2)
+(jrgedr (G — 21T = 1))V51(1 + 1) — j1(r — Dljiga(Gi — 1)(j2 — 1)
+(1j2i1 (G2 — DIJ(T = D)/52(G2 + 1) — (j2 — 1) (j2 — 2)|j121(j2 — 2)) (50)

A fenti egyenletbol meghatarozhatdk a kovetkezo Clebsch-Gordan egyttthatdk:

(J1j2(j1 — D) (G2 — D|J(J = 2))
(717201 = 2)j2|J (J — 2)) (51)
(J19291(J2 — 2)[J(J = 2))

+
+
+

A J_ = Ji_ + Jo_ operétor sorozatos alkalmazéséval meghatarozhatd az
Osszes olyan Clebsch-Gordan egyiitthaté, amely a J = j; + jo értékhez tartozik.
Miel6tt tovabb mennénk azonnal beldthatd, hogy a J = j; + jo esetben:

ljrjed = J) = [jrjz — jr — j2) =
(Jije =1 —jelJ = J) =1 (52)
Vizsgéljuk most a J' = j1 + jo — 1 esetet. Ilyen feltételek mellett: —(j; +
Jjo—1) < M’ < jy + jo — 1. El8szor meghatarozzuk megint a
C1 = (jujzjr — 12| T ')
Cy = (jijajrje — 11J'J") (53)
Clebsh-Gordan egyutthatdkat. Felhaszndlva, hogy M = J' = m1+ma, felirhaté:
lj1ge " ") = (g2 (ir — 1)gal ' T |j12 (i1 — 1)j2) +
+(g2d1 (o — DI T j1j251 (G2 — 1)) =
= Ciljj2(jr = 1)j2) + Caljijajr(j2 — 1)) (54)
A () és Cy egyiitthatdk meghatérozasdhoz felhasznaljuk a (32) norméldsi és (33)
ortogonalitasi 6sszefiiggéseit a Clebsch-Gordan egyiitthatoknak. Ezek értelmében:
(1j2g1(2 = DIJ(J = 1))C2 + (j1j2(j1 — 1)j2[J(J —1))C1 =0 (55)
Y+ %=1 (56)



Innen meghatérozhaté Cy és C5, majd alkalmazva megint a J = J1A_ + Jé_
operdtort a (54) egyenletre, megkapjuk az M’ = J' —1,J' —2,...—J értékekhez
tartozé nem zérd egyiitthatdkat.

Hasonléan a J” = j; + jo — 2 esetben —(j1 +jo —2) < M" < j1+jo—2. A

(J172(jr — 2)go|JJ"J")
(Jrj2(jr — 1) (G2 — H|J"J") (57)
(J1j2g1(j2 — 2)[J"J")

Clebsh-Gordan eggyiitthatok meghatarozhatok a normélasi illetve ortogonalitédsi
osszefliggésekb6l. ezutdn az M” < J"-hoz tartozd nem zérés egylitthatdkat
megkapjuk a J_ operdtor sorozatos alkalmazdsdval. A bemutatott médszer
segitségével 1épésrol 1épésre haladva meghatarozhatd az 6sszes lehetséges Clebsh-
Gordan eggyiithatd.

A lényeges Clebsh-Gordan eggyiitthatdk tablazatok formédjaban megtalalhatok.

Két ilyen tablazatot adunk itt meg, amelyekkel a Clebsh-Gordan eggyiitthaték
meghatdrozhatdk a tetszéleges j1 és jo = 1/2 vagy a ja = 1 esetben.

mo = 1 mo = 0 mo = -1
J=i+1 '(j1+M)(J‘1+M+1)'% (J1—M+1)(G1+M+1) 3 '(jl—M)(jl—Mﬂ)'%
J1 ChT1)(2:42) Cht1)Gi+2) 51125 +2)
J=3i _ [GieM)Gi—M+1)] 2 M2 12 [ Gi=M)(G+M+1)] 2
J1 271 (it 1) FiGirD) 2j1 (1 +D)
- L 1 - -1
J—i 1 (G1=M)(Gi=M+1)] 2 _ {(jl—M)(jﬁM)w 2 (1t M+1)(h+M) | 2
—n 21 (241 +1) 7121 2/1(2j1+1)

A Clebsh-Gordan eggyiitthatok tetszdleges ji1 €s jo = 1 esetben.

mo = % mo = —%
J— i 4l M+ 12 M2
J17T 3 211 211
g 1| _[a=Mtd 20 rj4m+11Y2
=J173 2i+1 25141

A Clebsh-Gordan eggyitthatdk tetszbleges j1 és jo = 1/2 esetben.

A fenti tdblazatok hasznalata nagyon egyszerii. A nemnulla Clebsh-Gordan
eggyitthatékra igaz, hogy: mi1 = M —mq. Adott J, M, ji és mo esetén (illetve
a rogzitett jo értékekre) a nemnulla Clebsh-Gordan eggyiitthatok egyszerfien
megkaphatdk a megfelel6 oszlopban és sorban talalhatoé képletek alkalmazédsaval.




