A strtiségmatrix (a strtiség operator)

November 14, 2006

e Ha a kvantummechanikai rendszer egy jél meghatarozott allapotban van,
akkor az allapotat egy |1) adllapotvektorral jellemzhetjiik.

e Ha a renszer allapotat nem ismerjiik biztosra, és csak azt tudjuk, hogy a
[t1), [12),....|1,) dllapotok valamelyikében pq,pa,...,p, valésziniiségekkel
lehet, akkor ez egy nemtiszta allapot és nem jellemzhet6 egyértelmiien egy
allapotvektorral. Bizonyitsuk ezt be:

Tételezziik fel, hogy ezen allapot jellemezhetd egy |®) allapotvektorral és
vizsgdljuk azt a speciélis esetet mikor (i;]1);) = 0;5. Ilyen esetben ennek
a |®) dllapotvektornak a legéltaldnosabb alakja:

=3 Vpre fun). 1)
k=1

Ez a legaltalanosabb alak amelyre teljesiil, hogy ha azt az operatort mérjiik
amelynek 1; a sajatvektorai akkor p; valdszinliséggel vissziik a rendszert
a mérés utdn a |v;) sajatallapotban. Ha viszont egy olyan A fizikai men-
nyiséget mériink amelyhez rendelt A operstornak a [1;) dllapotok nem
sajatvektorai, ezen esetben igaz kell legyen, hogy:

(4) = Z<¢1|A|¢i>pvz (2)

i=1

Az atlagértékeknél tanultak alapjan azonban:

(Ao = (D[A[@) =3 prpre™ 0 (g AJupy). (3)
k,l

)

Ezen (3) érték fiigg a hatdrozatlan 6; fazistagoktdl és a (1| AJ1y,) nemdi-
agondlis métrixelemektol. Ha elfogadjuk tehat, hogy az adott kvantum-
mechanikai rendszert a |®) dllapotvektorral irjuk le akkor (2) és (3) egyenld
kell legyen minden A hermitikus operdtorra. A szabadon megvélaszthaté
0 fazistagokkal ez dltalanos esetben nem valésithaté meg. Az adott kvan-
tummechanikai rendszer nem jellemezhet6 tehat egy tiszta allapottal.



Egy ilyen dllapotot a slirtiség-operdtor segitségével jellemziink:

p= Z [Vi)pi (i . (4)

A slirliség operatort mas néven: statisztikus operatornak is nevezzik. Ez
az operator f6leg a statisztikus fizikai alkalmazasokhoz lesz fontos. A stirliség-
operator segitségével egy tetszéleges A fizikai mennyiség atlagértéke konnyen
kiszamithatd a tekintett nemtiszta allapotban mint

(A) = Tr(Ap), (5)

ahol Tr(fl) az A operatort jellemz8 matrix nyomat (diagonalis elemek Gsszegét)
jelenti. A bizonyitds azonnali:

Ay =S il A = S (Wil EAlpi)p; = (6)

=1 i=1

=Y > (Wilar){ar|Ali)ps = ZZ ar|Aln) - pi(ilar) =
k i=1

i=1
Z (ap|Aplar) = Tr(Ap).
i

Erdemes itt megjegyezniink, hogy az adott operdatorhoz rendelt matrix nyoma
fliggetlen a valasztott reprezentdciotol. Ezaltal, ahogy azt elvarjuk egy adott
fizikai mennyiség atlagértéke a valasztott reprezentaciétol fliggetlen marad. Az
operatorok nyomara vonatkozoélag egy azonnali tulajdonsag, hogy:

Tr(AB) = Tr(BA). (7)

A fenti egyenléség bizonyitdsa azonnali. Tételezziik fel, hogy az |ay) vektorok
egy reprezentaciét hataroznak meg.

Tr(AB) = (ax|ABlax) = > (ax|AlBlax) =

k k

S (ol Al (@ |Blax) = 3 {am|Blax) (ax| Alan) =

k,m k,m

= {am|BIAlay) = Tr(BA)

Egy adott reprezentéciéban a stirliség-operdtort egy p — [p;;| matrixxal (stirdség
mdtrizzal) is jellemezhetjiik. Legyenek a reprezentaci6 bazisvektorai: |a1),|az),...,|a;),

p=1pI = |ai){ailplas)(a;]| = lai)pij(a;] (8)
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1 A silirtiségoperator tulajdonsagai

1. p hermitikus operator: pA‘" = p. A bizonyitds azonnali, felhaszndlva a (4)
definicidt.

2. 5p(p) =1
Bizonyitds: Tudjuk, hogy (Q) = Sp([)Q) Ha ) = I akkor (I) = 1
reprezentdciétdl fiiggetlentil. Ekkor Sp(pQ2) = Sp(p) = 1.

3. p egy pozitivan értelmezett hermitikus operator.
Bizonyitds: (y[ply) = 32, (@|a)pi(sle) = 32, [(sl)?] - pi > 0 mivel
(s|1)?] > 0 és p; > 0 (itt ne feledjiik el, hogy p; valészintiségeket jeldl).
4. a p operator p; sajétértékeire igaz, hogy 0 < p; <1
Bizonyitds: p a sajdt reprezentéciéjaban diagondlis. Sp(p) = >0 pi = 1,
azonban p; > 0 mert p pozitivan értelmezett, = p; < 1.
5. Sp(p?) <1
Bizonyitds: Sp(p?) = >, p2 < (3, pi)> =1 (mert p; > 0).

6. Egy egyenletes valészintiségeloszlasu allapotsokasagra:
k 1 1
= _luapitwil = 7 3 ) (il = - Pr. 9)
i=1 i

Ilyen esetben tehat a striségoperator egy projektor a a nemtiszta allapot
altal generalt altérre.

7. Egy tiszta |1) dllapot esetén is értelmezhetd a slirtiségoperator:
p= 1)l (10)

Ez egy projektor a |i)) vektorra. Ebben az esetben: p? = p.

2 Egy nemtiszta allapot id6ébeli evolicidja

Mivel egy nemtiszta allapotot a stirliségoperator jellemez, egy nemtiszta allapot
idobeli evoluciéjanak a leirasdhoz a stirtiség-operator idobeli evoluciéjat tanul-
manyozzuk.

Legyen a to idépillanatban a kvantummechanikai rendszer a |11 (to)), |¥2(t0)),
coy |¥n(t0)) dllapotok és a p,pa,...,p, valészinliségek dltal meghatdrozott kevert
allapotban (sokasdgban). Ezen sokasdg barmely tiszta allapota (komponense)
az idében a

[$i(1)) = Ut to) | (to)), (11)
torvény szerint evoludl (az evoliciés posztuldtum értelmében). A ¢ idépillanatban

asokasag |91 (t)), [¥2(t)), ..., |¥n(t)) lesz, ugyanazon py,pa,...,py, valésziniiségekkel.
A siirliségoperator a t idopillanatban:



n

= ZM( pi{ti(t) Z (t, to) i (t0))pi (Wi (L) U (t,t0) = (12)

= U(t,t0)[) _ [wilto))pi (v (to) [UF(t,t0) = U(t, to) plto) Ut (t, to)

=1
= p(t) = U(t, to)p(to) Ut (t,t0).  (13)

Az 1d§ szerinti derivéltat vizsgalva

dp(t) _ dU(t,to) .\ = AU (t, o)
22 = S 00) U 0, t0) + U 1, to)lt0) —— (14)

de az evolucidés posztulatum keretében lattuk, hogy:
L dU(t,to) oo
th————= = HU (t, to). (15)

dt

Innen azonnal kovetkezik:

hw — Ut 1) H. (16)

Behelyetesitve ezeket a (14) egyenletbe, megkapjuk a stirliségoperétor evolicids
egyenletét:

n 20— J07 (1, 10)plt0) U (1 10) — Ut 1)) H (1) E (1)
= in 0 11, o) (18)



