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Példaképpen itt megmutatjuk, hogyan lehet a kvantumos egydimenzids har-
monikus oszcillatort targyalni az dltaldnos formalizmus keretében.

A harmonikus oszcillator sajatsagos és fontos szerepet tolt be a fizikdban.
Szdmos jelenséget modellezhetiink, a harmonikus oszcillator segitségével. A
kvantummechanikai harmonikus oszcillator modell 1ényeges a térelmélet, molekula-
vibracidk elmélete, kristalyracsok rezgései és a kvantalasi eljardsok szempontjabol.
Itt csak a leegyszerisitett egydimenzids feladattal fogunk foglalkozni.

Az elemi hullimmechanika keretében 1attuk mar ennek a kvantummechanikai
feladatnak a megolddsdt. A megoldas sordn egy differencidlegyenletet oldottunk
meg, és a lattuk, hogy az energia sajatallapotokat leiré hullamfliggvények kife-
jezhet6k a Hermite polinomok segitségével. Az egydimenzids kvantumos osz-
cillator energia-sajatértékeire azt kaptuk, hogy:
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En:hw(n+§> n=20,1,2,... (1)

Most megoldjuk a feladatot az altaldnos formalizmusban annélkiil, hogy
egy adott reprezentdciét valasztandank. Meglatjuk, hogy a feladat megoldasa
egyszeriibb lesz, és a differencalegyenletek elmélete helyett itt algebrai ismeretekre
lesz sziikség.

A feladat Hamilton figgvénye:
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bevezetve az oszcillator korfrekvenciajat:
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A kvantummechanika keretében a H Hamilton fiiggvényhez a kanodnikus
kvantdlasi eljarassal egy operatort rendeliink:
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H —_ 2m (p2 + m2w2q2) =
A 1
H = — (5% + m**3’) (4)



A p és ¢ operatorokra igaz, hogy:

(G, p] = ih (5)
Atl’rjuk, most a feladatot egy egyszerlibb, adimenzionalis alakba, bevezetve
a kovetkezo operatorokat:
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Belathato a kévetkezd kommutdalasi osszefiiggés

[Q,f?} =i, (11)

ami az (5) kommutdlasi dsszefiiggésnek az adimenziondlis megfeleldje.
Bevezetiink még két tovabbi operatort is:

a= % (Q+iP) (12)
at = % (Q - iP) (13)

Az aés at operatorokat lépcsd-operdtoroknak nevezzik, a egy csokkentd operdtor,
at meg egy noveld operdtor. (Ezen elnevezések eredete vildgossa vallik kés6bb).
Ezen két operator segitségével felirhatd, hogy:

Q=—(at +a) (14)
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P=—i(a"-a) (15)

Azonnal igazolhatd, hogy
[a,at] =1 (16)



és belathato, hogy:

N 1
H=3 (aa* +a*a). (17)
A kommutdldsi osszefiiggések értelmében aa™ = 1+ ata, és ennek fel-
hasznalasaval:
U ) UGN a1

H:§[a a+a a—l—l}:a ity (18)

Bevezetve most az N = aTa jelolést:
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AH operdtor sajatértékeit és sajdtvektorait probaljuk meghatdrozni. Jel6ljiik
n-nel az N sajatértékeit és |n)-nel a sajétvektorokat

Nin) = nln) (20)

Két fontos tételt fogunk most kijelenteni és bizonyitani az n sajatértékekre
és az |n) sajatvektorokra vonatkozdan:

1. Tétel:

Az n sajatértékekre igaz, hogy n >0, han =0 = aln) = |[0) éshan >0 =
aln) # |0). Ttt |@) a vektrotér 'zéré-ket vektordt jelenti (az Osszeaddsra nézve
levé semleges elem), ugyanis ezen tagot lényeges megkiilonboztetni az n = 0
sajatértékhez tartozé |0)-ket vektortél!l Ezen feladat tanulményozédsa soran a
kovetkezbkben végig ezt a jel6lési konvenciot hasznaljuk!

Bizonyitas:
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(n|Nn) = (nlataln) = n{n|n) = ’d|n>’ >0, (21)

ahonnan azonnal kovetkezik, hogy n > 0. A fenti egyenletbdl latszik, hogy
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‘d|n>‘ = 0 ha a|n) = |0) és ehhez az sziikséges, hogy n = 0. Ha n > 0, akkor

aln) # 10).
2. Tétel:
a. ha n > 0, akkor R
Nln) = n|n) (22)
N (aln)) = (n = 1) (aln)) (23)

b. at|n) # |0) és a*|n) # |0) semmilyen n értékre, és
N (a*|n)) = (n+1)a*|n) (24)

Bizonyitas:



Nat =ataat =a* (ata+1) =a* (N +1) (26)
Felhasznalva a fenti két egyenléséget

N (@) = (N = 1) In) = naln) - aln) = (n — aln), (27)

ahonnan kovetkezik az (a) allitdsunk.
A (b) &llitas bizony{tdsdnak az érdekében tekintsiik az aldbbi egyenléségeket:

2 .
(nlaa*t|n) = ‘dﬂn)’ — (nfata+1n) = (n|N + 1|n) =

=(n+1){(nln) >0 (28)

A fenti skaldris szorzat (ami az a*|n) vektor norméja) minimalis, ha n =

0. Ilyen feltételek mellett ha |n) # |() az egyenlet jobboldala mindig pozitiv,
tehdt at|n) # |0), ellenkezd esetben ugyanis a baloldal 0-val lenne egyenld.
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Bizonyf{tottuk tehdt ezdltal a (b) allitds elsd részét, vagyis: ’&+|n>‘ >0 =

a™|n) # |0) semmilyen |n) esetre!
A (b) allitds médsodik fele azonnal kovetkezik az aldbbi egyenletekbdl:

N (@tn)) =t (N 1) n) = natjn) + @) = (n+1) (@¥n) - (29)

Ezen egyenletbdl az is kovetkezik, hogy a™|n) # |0), ugyanis n legkisebb
lehetséges értéke 0 lehet, és az at operator alkalmazasaval mindig egy egységgel
nagyobb sajatértékhez tartozo sajatvektort kapunk!

Az N operator spektruma

Legyen n # 0, N|n) = n|n), |n) # |0). Alkalmazzuk most az @ operétort
sorozatban |n) -re. Az a|n),a2|n)...a"*|n) sorozatot kapjuk, amelyek N-nek is
sajatvektorai és az (n—1), (n—2) ... (n—k) sajétértékekhez tartoznak. A sorozat
korldtos, ugyanis n minimdlis értéke 0. Mivel a|0) = |@), ezutdn sorozatban a
|0) ’ket’-et kapjuk. Ahhoz, hogy a 0 sajatérték elérhetd legyen: n € N, vagyis
n természetes szam kell legyen. |n)-bél kiindulva megszerkeszthetjiik az 6™
operatorral a tobbi sajatvektort is:

at|n) at?|n) . at*|n) amelyek az
(n+1) (n+2) e (n+k) sajatértékekhez tartoznak. (30)
Tehat: .
N|n) = n|n) neN (31)

N sajatértékei: 0,1,2, ...
N sajatvektorai:  [0),]1),]2)... (32)



Egy sajatvektort ismerve, az a (csokkentd) és aT (noveld) operdtorok segitségével
megszerkeszthet6 az Gsszes tobbi sajatvektor. A fentiek alapjan azonnal belathato,
honnan erednek a a és at ”1épcs6-operdtorok” elnevezései.

Ha (n|n) = 1 norm4lt

atin) = cpln +1) (33)

Felvetodik az a kérdés, hogy kell megvalasztani c,-et ahhoz, hogy:
(n+ln+1)=1 (34)

Belathato, hogy
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(nlaat|n) = |ea*(n 4+ 1n +1) = |ea |, (35)
és amint lattuk (28) szerint:
(nlaa*|n) = (n + 1)(nn) = (n +1) (36)

Azonnal kovetkezik a (35) és (36) Osszefiiggésekbdl, hogy
en=vVn+1 (37)
atlny =vn+1n+1) (38)

Hasonlé feladat fogalmazhaté meg az a csokkent6 operatorra is:
aln) = dpln — 1) (39)
Ha (n|n) = 1, felvet6dik megint a kérdés hogyan kell megvalasztani d,, értékét

ahhoz, hogy:
n—1n-1)=1. (40)

Az el6z6 esethez hasonléan induljunk ki a kovetkezé egyenletbol:
(nla*ain) = ldal2n — 1jn — 1) = |duf? (41)
Felhasznalva az N operator alakjat
(nja*aln) = (n|N|n) = n(n|n) = n, (42)
ahonnan a (41)-el valé 6sszehasonlitds utédn kovetkezik, hogy:
|dn]? =n (43)
A normalt sajatfiiggvényekre felirhato tehat:
aln) = Valn — 1) (44)
Specidlis esetben a |0) ’ket’-re felirhat6, hogy:

al0) = [0) (45)



Kiindulva a |0) ’ket’-b&l megszerkeszthet6 az Gsszes normélt sajatvektor a
novel6 operator segitségével:

n) = —= (a*)" |0) (46)

Azonnal belathatd, hogy ezek sajatvektorai a H-nak is.

. | 1
H|n) = (N + 5) [n) = (n+ §)|n> (47)

A (6) jel8lés értelmében az egydimenzids harmoénikus oszcilldtor sajatvektorai,
tehdt a (46) vektorok, a sajatértékek pedig:

Hn) = hw (n + %) ) = (48)

1
En:hw<n+§) n=0,1,2,3,... (49)

A sajatertékek nem elfajultak. A |0),|1),]2), ... sajdtvektorok egy reprezentdciot
definialnak az allapotvektorok terén.

Lathato tehat, hogy az dltalanos formalizmus keretében egy elegans eljaras
segitségével, pusztan algebrai szamitasokkal sikeriilt meghatarozni az egydi-
menziés oszcillator energia-sajatértékeit. A sajatvektorok meghatarozhatdék a
(46) Osszefiiggés segitségével ha ismerjik az alapéllapot sajatvektorat.



