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1 A kvantummechanika posztulatumai

Célunk felépiteni a kvantummechanikdt posztulatumok segitségével tigy ahogy
az elemi hullimmechanika soran eljartunk. Arra toreksziink, hogy ez minnél
kevesebb posztulatummal ellentmonddsmentesen sikertiljon.

1.1

I. Posztulatum

A kvantumfizikai rendszeriink dllapotat egy végtelen dimenzids lineéris vektortér
(Hilbert tér) -beli ket’ vektor irja le (|¢)).
Megjegyzések:

1.

1.2

A Kklasszikus mechanikaval ellentétben a kvantummechanikdban nem jelle-
mezhetiink egy dllapotot a térkoordinatdk és az impulzusvektorok eggyiittesével.

Egy allapotot csak a vektor ”irdnya” és nem a ”nagysaga” jellemez. Példaul,
ha A € C akkor a |[¢) és a Al¢) dllapotok ugyanazok.

Ha |a) és |b) a kvantummechanikai rendszer két megengedett dllapota,
akkor az |a) 4 |b) is egy megengedett dllapot (szuperpozicié elve).

Az dllapotok vektortere egy absztrakt tér ! (Nem a valésdgos konfigurédcids
tér és nem az impulzusok tere.)

. A kvantummechanikai rendszer dllapotdnak a megvaltozdsa a rendszert

leird 'ket’ vektor irdnyanak a megvaltozdsaval torténik. Newtoni mozgasegyenlet
— a 'ket’ vektor véltozasara vonatkozd egyenlet.

. Normélt allapotrdl beszéliink, hogyha (¢|v) = 1.

I1. Posztulatum

Minden fizikai mennyiséghez megfigyelhet$ operatorokat rendeliink. Ezen operatorok
a 'ket’ vektorokra hatnak, megvaltoztatva Oket.



1. Az operdtorok linedrisak kell legyenek (a szuperpozicié elvébdl kovetkezleg),
hermitikusak (hogy valds legyen a sajatértékiik) és sajitvektoraik egy
bézist alkotnak a Hilbert téren ( a megfigyelhet6ség feltétele, erre sziikséglink
lesz a IV. Posztuldtumndl) .

2. A hozzarendelés médjat a III. Posztulatum adja meg.

Két fontos operédtor amit gyakran haszndlunk: (1) a koordindtékat jellemzo
és (2) az impulzuskomponenseket jellemz6 operdtorok. Ezek sajitvektorai egy-
egy specialis reprezentaciot hataroznak meg a Hilbert téren.

1.2.1 A Koordinata-operatorok és a koordinata-reprezentaci6

A koordinata-reprezentdciéban a bazisvektorok a koordinata-operatorok sajatvektorai.

e Tekintsiik elészor az 1D esetet: X|z) = z|z), a spektrum folytonos a
—o0 < z < oo intervallumon.

(@) = o(a" —x) (1)
P, —/|x dx(z| = (2)

a reprezentacionk alapegyenletei. Felirhatd, hogy:
(z|X|z') = o' (x]2’) = 2'6(x — o).
Legyen |1)) egy allapot (vektor) — 1) koordindtai a koordindta reprezentdciéban:

(x]|v) = ¢(x), ami meghatdrozza az adott dllapot koordindtatérbeli hulldm-
fliggvényét.

e Tekintsiik most a 3D esetet: x* — X; Yy — f/; z —> Z;

X|z) = zlz); Yy) = yly); Z|z) = z|z); ahol az x, y, z sajatértékek
folytonosan vétoznak a (—oo,00) intervallumon. A sajdtvektorok altal
generalt terek e, €, és €,:

|z) € €23 |y) € €y; |2) € €33

Tekintsiik az € = €; ® €, ® €, teret, amelynek elemei az |x)|y)|z) = |zyz) =
| 7) vektorok. Az {|7)} vektorok Gsszessége egy bazist alkot az e-on. A
reprezentacio alapegyenletei:

(F17) = 6(7 =) = 5(a' — )3y —y)8(z' — 2) (3)
P, :/|7>>d7><7>| _ i ()

ahol d7 = dxdydz.

Azonnal beldthaté, hogy: (?’|X|7> = (| X2 yly' ) z|2) = 2/6(x —
2")o(y—y")o(z—2"). Ha |¢) egy dllapotvektor, ennek koordindtai: (7 |¢) =
¥(7) = ¥(z,y, z), ami nem més mint az adott dllapot koordindtatérbeli
hullamfiggvénye.



1.2.2 Az impulzus-operator és az impulzus reprezentacié

Az impulzus-reprezentacidoban a bézisvektorok az impulzus operédtor sajatvektorai.

e A impulzus komponenseihez rendelt operatorok: p, — pPz; py — Dy;
Pz — Dz;
Ezen operatorok sajatértékegyenlete:

pAT|pT> = pm|pm>; U |pT> — €p,s
pAy|p1/> = py|py>5 U |p1/> — €py;
pz|pz> = pz|pz>; U |pz> — €p,;
Az éllapotvektorok teljes tere € = €, ®e,, Q¢ és ezen egy bazist képeznek

a |pa)Py)|Pz) = [Papyp-) = | T) vektorok. (|J|7') tehat egy bézist ad az
e-on). A bézisunk (reprezentdciénk) alapegyenletei:

P 17) =50 —F) =5, — > — py)3(p. — p-) (5)

/|p —i (6)

ahol P = dp,dp,dp.. Egy adott |¢)) allapot koordindtai ebben a repre-
zentéciéban: (P'|¢) = ¢(P') = ¢(pz, by, P-), ami megadja az adott dllapotot
leiré impulzustérbeli hulldmfiiggvényt.

Egy tetszdleges |¢) dllapotban a ¢(7’) és ¢(7) hulldmfliggvények kozotti
kapcsolatot a kovetkezéképpen adhatjuk meg:

o(F) = (PIY) = (BIBoJo) = (7)
- / (PIT) (Pl = / (TP (P (3)

Ahol (7| 7P) az impulzusvektor sajitvektorainak a koordinata-reprezentéciébeli
hullamfiggvényét jeldli:

(7P) = (Onh)372 exp(ﬁ??) (9)

Ezek alapjan:
oF) = (PI) = s [ exp(—3 FTITIT (10)

1.2.3 III. Posztulatum:

e Az x és a p, mennyiségekhez olyan operdtorokat rendeliink, melyeknek
matrixelemei a koordinatareprezentacidoban:

(z|X|2") = 26(x — ') (11)
(z|pa]a’) = —ihd'(z — 2') (12)



ahol: J
¥(a—a') = 18— ') (13)

e A tobbi fizikai mennyiséghez is operdtorokat rendeliink, gy, hogy ha w =

w(7T, ), akkor w = w(7, 7).
Néhény megjegyzést tesziink, amelyek a kovetkezOkben fontosak lesznek:
1. Ezt az operator-hozzarendelési eljarast a kanonikus kvantalasnak nevezziik.

2. Felirhatjuk, hogy:

(alpolz’) = ~ihd' (@ —a’) = —ih%m /) (14)
<$I|]fr|$> = —ih5/(x/ — Z‘) = _lh%5($/ - Z‘) (15)
(16)

Mivel (z|p,|z') = (2'|p.|x)*, kovetkezik, hogy:

o d N T s d oo
—zhaé(aﬁ —1') = [—ZFL%&(:E —z)]" = zhﬂé(x — ) (17)
d no 4o __d /
= Lisa—a)) = —Lpe ) = ) (18)

Mert §(x — 2’) = §(2/ — x). Tehdt:

%[5@ —a)] = —1[5@ —a')] (19)

3. Tétel: Az & és p, operdtorokra koordindta reprezentdciéban igaz, hogy:

(2| X[Y) = 2 9(2) =z (xly) (20)
(alpelo) = ~ih-y(a) = ~ih A (ay) 1)

Hasonldan felirhatjuk T és ?—re:

(PITW) =T (7)) =7 - (Tl) (22)
(PIPI) = ~ih Db (P) = ~ih= (P ) (23)

Kovetkezmény: [&,p,] =il ; [9,p,] = ih ; [2,p.] = ik
Ezen kovetkezmény bizonyitdsa ugyanigy torténik, mint a hullammechanika
keretében.



A tétel bizonyitasa:

o0

<w|f%|1/}>=<xli"f|¢>=/ (w|2]a’) (@ [Y)da’ = (24)

:/if&xﬁﬂwWMﬂzxM@=x®W>
(alialt) = (el 1) = [ gl @l = (29)
:[Z—my@—xmuymyz—m/WWEQZﬁwamyz
=m/i€ﬁ%¥Q¢V :—m/‘éx—xdw o’ =

:_m%wmz—m ()

Itt felhaszndaltuk a 2. pontban bizonyitott dllitast, valamint azt a tényt,
hogy a hullamfiliggvény a végtelenben nullahoz kell tartson vagy legalabb
korlatos kell legyen.

4. A w(T, ) — w(T, P) hozzérendelés nem mindig egyértelmi.

Pédaul legyen w = zp, egy fizikai mennyiség. A klasszikus mechanikaban
TPy = Pz, de a kvantummechanikaban p, # p,Z. A kvantummechanikaban
valasztott megoldas az, hogy w = xp,-hez egy szimmetrikus format ren-
deliink:

TPz | Pal . TPy | D
> T YT T

2>

(26)

w =

5. Meglatjuk, hogy a kvantummechanikaban sok olyan mennyiség van, ame-
lyeknek nincs klasszikus megfeleléje. Egy azonnali példa erre a spin. Fel-
vetodik akkor a kérdés, hogy milyen operdtorokat rendeliink ezekhez a
mennyiségekhez? Meglatjuk, hogy ilyen esetekre nincs egy jol bevallt re-
cept, és ilyenkor sziikség van intuiciéra és kvazi-klasszikus meggondolasokra.

1.2.4 1IV. Posztuldtum (mérési posztulatum)

Tekintsiink egy kvantummechanikai részecskét amely a |¥) dllapotban van.
Legyen ) egy mérhetd fizikai mennyiség amelyhez a kvantummechanikdban ren-
delt operator €2. Ennek az operdtornak a sajatérték-egyenlete:

Qw) = w|w) (27)

A mérési posztuldtum alapjan, az  fizikai mennyiség mérése sordn az ) operdtor
egy sajatértékét kapjuk. Két esetet targyalunk:

1. Ha |¥) normélt és a mért w sajatérték nem elfajult, akkor annak a valészintisége,
hogy az w sajatértéket mérjiik:



P(w) = |{w]@)[*. (28)
A mérés utdn a rendszer dllapota az |w) tiszta dllapotra valtozik: |¥) —
jw)-

Ha |¥) nem normdlt dllapot, akkor:

wlw) 2
Pw) = Lo (29)

2. Ha a mért w sajatérték elfajult, akkor annak a valdsziniisége, hogy az w
sajatértéket mérjitk

Wi 2

ahol |w;) az w sajdtértékhez tartozd sajdtvektorokat jelSli. Ilyen esetben
a mérés utan a kvantummechanikai rendszer a

) = Ailw), (31)
(A\i € C) kevert allapotba keriil, ahol A; értékei ismeretlenek.

Néhéany fontos megjegyzés a mérési posztulatummal kapcsolatosan:

1. A kvantummechanika mérési posztulatumanak értelmében a mérési eredmény
egy véletlenszerli (valészintiségi) véltozo.

2. Ha a kvantummechanikai rendszer |¥) dllapota sajdtéllapota az Q operatornak,
Q¥) = wg|P), akkor a |¥) dllapotban az  fizikai mennyiség mérésének
az erdeménye garantaltan wy lesz.

3. Az Q fizikai mennyiség mérési eredményeink atlagértéke (vdrhat6 értéke)
egy |¥) kvantummechanikai dllapotban (minden mérés utdn visszasllitva
a kezdeti |¥) 4llapotot):

(¥|0w)

Q) = RUI00 (32)

Ezen kijelentésnek a bizonyitasa azonnali:

_ w0 — Zz |<wi|‘l'>|2wi _ Zz<q/|w1><w7|\1/>w7 .
<Q>—§i:P( i = ST = o) = (33)

_ (OIS lwawiwiD)[¥) (|92
(W|w) (v|w)




4. Két A és B fizikai mennyiséget kompatibilisnek neveziink ha ezekre mért
értékek nem valtoznak sokszori és tetszoleges sorrendbe torténd egymasuténi
mérésekre. A mérési posztuldtum értelmében azonnal kovetkezik, hogy az
A és B fizikai mennyiség akkor kompatibilis, ha a hozzajuk rendelt A
és B operatotoknak létezik egy kozos és teljes sajatvektor rendszere. A
hullammechanika keretében igazoltuk, hogy ennek a sziikséges és elégséges
feltétele az, hogy a két operdtor kommutéljon, vagyis, hogy: [A, B] =
AB—BA=0. A bizonyitds ugyanugy torténik ahogy a hullimmechanika
esetén végeztiik. Javasoljuk, hogy gyakorlatként az érdekelt olvasé végezze
el az altalanos formalizmus keretében is.

5. T6bb Ay, Ao, ...., A, fizikai mennyiség kompatibilis, ha paronként kompat-
ibilisek.

6. Azt mondjuk, hogy két A és B fizikai mennyiség komplementaris ha nem
kompatibilis, vagyis ha [A, B] # 0. Ilyen esteben egy tetszéleges kvan-
tummechanikai dllapotban a két fizikai mennyiség altaldban nem mérhetd
egymas utan egzaktul.

7. Két A és B fizikai mennyiség inkompatibilis, ha [A, B] = A € C. Ilyen
estetben egy teszOleges kvantummechanikai dllapotban a két fizikai men-
nyiség sohasem mérhetd egymas utan egzaktul. Azonnal kovetkezik, hogy
ha két fizikai mennyiség inkompatibilis, akkor komplementéris is!

8. Ha két A és B komplementaris fizikai mennyiségre igaz, hogy:
(A, B] =iC. (35)
akkor egy tetsz6leges |¥) kvantummechanikai dllapotban:

1
AAyABy > §|<C)‘I,| (36)

(A fenti egyenletben AAy = (A2)y — (A)2, és hasonlé jel6lés érvényes a
B-re is.). A fenti egyenlet a hatdrozatlansigi dsszefiiggés dltaldnos alakja.
Ennek a specidlis esete az x és p, inkompatibilis fizikai mennyiségekre
([, p:] = th) a jolismert Heisenberg-féle hatdrozatlansagi relacio:

AzAp, > %h (37)

(Hasonlé dsszefiiggés érvenyes az y és z tengely irdnyt komponensekre is.)
Egy kvantummechanikai rendszer esetén ismert még a

AEAt > %h (38)

hatarozatlansagi osszefiiggés is. Egy ellentmonddsmentes értelmezése a
fenti hatdrozatlansagi osszefliggésnek a kovetkez (Mandelstam-Tamm féle



értelmezés). Legyen egy mérhet6 A fizikai mennyiség, amelyre kiszdmithatd
AA és (A) az adott kvantummechanikai dllapotban. Bevezetheté a kovetkezd
id6-intervallum jellegii mennyiség:

AA
T = m, (39)

dt

aminek szemléletes és azonnali jelentése az idomérés bizonytalansiga, ha
az id6t az A mennyiségen keresztiill mérjilk. A 7 mennyiségre, illetve a
rendszer E energidjara az adott kvantummechanikai allapotban szintén
érvényes a (36) egyenlet, tehat:

AEAT > %n (40)

Az dltalanos hatarozatlansagi reldciét bizonyitottuk az elemi hulldimmecha-
nika tanulmanyozasa soran. A bizonyités teljesen hasonl6 formaban torténik
az altalanos formalizmus keretében is. Gyakorlatként javasoljuk ennek a
bizonyitdsnak a megismétlését.

9. Haaz Aj, A, ....A,, kompatibilis mennyiségek mérésével a rendszer mindig
egy jol meghatarozott, ugynevezett "tiszta” allapotba keriil, és ez a kije-
lentés nem igaz a fenti halmaz egy részhalmazara sem, akkor azt mondjuk,
hogy az A;, As, ...A,, mennyiségek egy teljes megfigyelhet6 mennyiség
rendszert alkotnak.

1.2.5 V. Posztulatum: az evoliicié posztulatuma

A kvantummechanikai rendszer evoliciéjanak a meghatarozasa azt jelenti, hogy
ismerve a kvantummechnikai rendszer allapotat egy tg idopillanatban meghatarozzuk
a rendszer allapotat egy késébbi idopillanatban.

Az V. posztulatum értelmében, ha a kvantummechanikai rendszer allapota a
to id6pillanatban ¥(tg), egy kés6bbi iddpillanatban a rendszer megkaphaté egy
Ul(t, to) unitér transzformécié (UU+ = U+U = I) segitségével:

1Y) = U(t,to)lt/}(to))A (41)

Ulto, to) =1 (42)

Az U operatort evoluciés operatornak nevezziik.
Ezen posztulatumnak néhany azonnali fontos kovetkezménye van:

1. Ha (¢(to)|(to)) = 1 akkor (¢(¢)|1(t)) = 1, vagyis az evoliicids operétor
megérzi a hulldimfiiggvény normajat.
Bizonyitas:
[4(8)) = Ut to) 4 (to)) (43)
(@) = (L) |U*(t, to) (44)



<w(t)|w(t)>=<w(tAo)lU Ut to) 4 (to)) =
= (¥ (o) L|¥(t0)) = (¥ (to)[¥(to))

2. Ha van 3 idopillanat, ugy, hogy to < t; < t akkor:

Ut,to) = U(t,t1)U(t1, t0) (45)
Bizonyitas:

[9(2)) =AU(t,t1)|¢(t1)> (46)

[¥(t1)) = Uﬂ(tl,to)W(to))

[9(0)) = Ut t0) (ko))

= [ (1)) = Ut 01)U (t1, t0) [9(t0))

[9(8)) = Ut to) v (to))

= Ul(t,to) = U(t, t1)U(t1, to)

3. Az elemi evolucids operator:

Ult,t —dt) =1 — %dtﬁ[ (47)

Ahol H egy hermitikus operdtor, amelyrél egyelore csak az a fontos hogy
energia dimenziéja van. (Az energia dimenzié onnan kdvetkezik, hogy a
nevez6ben h taldlhatd, aminek energiaxidé dimenziéja van).

4. U (t,to) meghatdrozhaté egy differencidlegyenletbél. Ez azonnal beldthatd
végigkovetve az aldbbi egyenleteket:

Ult, to) = UL, t—dt) T(t — dt, to) (48)
Ult,to) = (I — ﬁdtH)U(t — dt, to)

Ult,to) — Ut — dt, to) = —%dtﬁf](t — dt, to)

U(t,to) — U(t — dt, to)

ih = HU(t — dt,t
‘ dt ( )
Tehat a dt — 0 hataresetben:
d - PN
ihEU(t, to) = HU(t,to) (49)

5. |¢(t)) evolicids egyenlete is felirhaté mint egy id6ben els6foku differ-
encialegyenlet:

[9(1)) = Ut to) [¢(to)) (50)
4 sen— Lo
dt

EW(t)) Ul(t,to)|[¥(to))

ih%W(t» = HU(t,to) |1 (t0))
d ~

m%w(t» = Hy(t))



6. H: arendszer Hamilton operatora (a Hamilton fiiggvényhez rendelt operator).
Ezt a koreszpondencia-elv alapjan igazoljuk.

Bizonyitas: Legyen a rendszertinket leiré Hamilton fiiggvény id6t6l fiiggetlen,
és legyen Q egy fizikai mennyiség, Q meg a hozza rendelt operdtor (amirél
tételezziik Gjbodl fel, hogy id6tél fliggetlen). Szamitsk ki a (Q)-t egy adott
[¢(t)) allapotban.

(Q) = () Ql(1)) (51)

dQ) _ d ; 54
— = 2 (WODRI (1) + (w(®)IQ— (1¥(1)))
de:
d i
Z () = —= Hlo(®) (52)
d i
] =@M a

mivel H hermitikus. Vagyis:

M) _ (w12 AQIp) + ] - O Al (53)
@ _ %(qp(t)l[ﬁ, Qv (1))

A végeredmény:

d(W|Q) _ i Wil
dt I

Ezen egyenlet a klasszikus mechanika

dQ
= {H.Q} (55)

Poisson zdréjelekkel felirt egyenletének a megfelelgje, ahol H a rendszer
Hamilton fliggvénye. A koreszpondencia elv értelmében tehat H a kvan-
tummechanikai rendszer Hamilton operatora.

7. Ha a rendszer konzervativ (I:I idé6tél figgetlen), akkor:
. i )
Ul(t,to) = exp[—ﬁ(t —to)H| (56)

A bizonyitas soran a fiiggvényekre ismert integralési eljarasokat formalisan
kiterjesztjik az operdtorokra is (errél egy kicsit bOvebben beszéliink a
kovetkez6 pontban):

ih%f](t,to) = HU(t, to) (57)

10



"dU(tt) _ / —Hdt =
to Utt()

an(t, t()) = _ﬁH(t — t())

i(t—tO)ISI]

0(t7 tO) = exp[_ i

8. Ha a kvantummechanikai rendszer konzervativ és [¢)(to)) a H-nak a sajatvektora,
akkor

[$(6) = expl—3 Bt~ to)]lo), (58)

ahol E a rendszer energidja.

Bizonyitas:

U(t, to) = exp[—

sof ml

(t — to)H] (59)
[(0) = Ut to) (1)) = expl— (¢ — to) Al (o) =

= [T (= ) H o+ 5 ()20~ 1o H + (o) =

= (a) = 50~ RV (00) + ()70~ )Pl + ] =
1, 1

= [i(to)) — +(t — to) El(to)) + 2(—ﬁ)2(b‘ —to)*E*[¢(to)) +..] =

= eXP[—ﬁE(t — to)][¥(t0)) (60)

=t

Itt taldlkozunk egy olyan esettel ahol egy olyan operatorunk van, amely
f (121) alaki (f egy adott fiiggvény). Ertelmezziik most egy kissé rigurozus-
abban az ilyen tipusi operatorokat. Egy azonnali lehetdség erre, hogy
felhaszndljuk az f(x) fliggvény Taylor sorét:

f(x) = ag + a1z + agx® + ... + a;x’ + ... (61)
Ertelmezés szerint:
f(A) = ag+ a1 A+ as A’ + ...+ a; A" + ... (62)

Egy masik, a fentivel ekvivalens értelmezés az A operator sajatvektoraival
adhaté. Legyen:

AlW,) = a|B,). (63)

Ilyen esetben: R
fA)Ya) = f()[¥a). (64)
Mivel tetszéleges ¥ éllapot sorbafejtheté a |¥,) vektorok szerint, és A

egy linedris operator, a fenti értelmezés ekvivalens a Taylor sor alapjan
adottal.
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