1. Reprezentacié elmélet

1.1. Vektorok és operatorok matrix formaban

A vektorok és az operdtorok matrixok formdjaban is felirhaték. A végtelen
dimenziés ’ket’ vektoroknak végtelen sok sort tartalmazé oszlopmatrix felel
meg. A végtelen dimenziés vektortéren értelmezett operatorok végtelen sok
sort és oszlopot tartalmazé négyzetes matrixok lesznek. A vektortéren egy
megfigyelhetd fizikai mennyiséghez rendelt operator sajatvektoraibdl alkotott
béazis meghatiroz egy reprezentaciot. A valasztott reprezentdciéban egy vek-
tort a bazisvektorokra vald vetiiletekkel jellemezziik. Az ortonormélt bézisok
esetén el6nyos ezen vetiileteket egy oszlopmatrix formédban rendezni. Meglatjuk,
hogy igy eljarva az operatorok vektorokra valé hatdsa és a vektorokkal illetve
operatorokkal végzett miiveletek egyszerti matrixok kozti algebrai miiveletekké
vallnak.

Legyen Q egy megfigyelheté mennyiség, és ennek sajatérték egyenlete: C,A2|q7 )=
qi|qi). Az egyszeriiség kedvéért tételezziik fel, hogy a sajatértékek nem elfajul-
tak. A |q1),lq2),--|qi),... vektorok a {Q} reprezentécié bézisvektorai. Ezen
vektorokra igaz, hogy:

(gilaj) = di; (1)
pe = Z lqi)(qi| = I (2)
Legyen |v) € ¢; |[v) = Pefo) = 3, |ai){(@:[v), vagyis [v) = Pev) = 3, (qi]v)|a:),

ahol a (g;|v) a |v) vektor koordindtai a Q reprezenticiéban. A |v) vektort
felirhatjuk tehdt egy oszlopmatrixxal.

(q1|v) U1
(g2v) V2

[v) — (v) = = (3)
(ailv)

Az e dudlis térben (o] = (| P, = ¥, (vlaa) (a1l = Solail (vlas) = Xi{ail (i) =
>:{gi|vf. Ahhoz, hogy a ’ket’ és 'bra’ vektorok kozott megtartsuk a létezd kon-
jugdalési relacidt a matrixokra vonatkozodan is, a bra vektorokat sorvektorral
jeldljik: (v] — (v)T = [{qi|v)*, (g@2v)*, .oy (@]v)*, ...] = [}, v3, . vf, ] A
"bra’ vektorhoz a (v) konjugalt matrixat rendejiik hozzd tehdt, ami a (v™).

Léassuk most hogyan alakul az operatorok métrix alakja. Legyen A egy
linedris operdtor; A = PAP. = 37, |a:){a|Alg) ;| = X2, ;16)Aij (gl Az

A = (qi|fl|qj> tagok meghatérozzdk az A operatort a valasztott Q repre-
zentacidéban.



(@l Alar) (alAla) - (il Ala)

X (2Alq1)  (q2lAlg2) - (q2|Ala)
A— (A) = o ) R = (4)
(@ilAlqr)  (qilAlgz) - (@ilAlg:)
A A . Ay
Aoy Axp . Ay
| (5)

Tulajdonsagok:

— a Q a Q sajat-reprezentaciéban diagonalis, (gilgj) = ¢;(ailgj) = ¢;0i;

— az operatorok és vektorok kozotti miiveleteknek a megfeleld matrixok
kozti operacidk felelnek meg;:

1.2.

a konjugalds (adjungdlds) a méatrixok konjugéldsinak felel meg A —

(A) = Aij, A+ e (A)Jr = A;l

Az 6sszeadasnak a matrixok osszeadasa felel meg: MA+NB — )\ (A)+
A2(B)

A szorzésnak a matrixok szorzésa felel meg: (m|A\; A+ aB|n) — (m)(A(A)+
A2(B))(n);

(wlv) — (w)(v) = [wh,wh, ...,w?,..]- | .. :wavi (6)

Vg

Példaképpen vazoljuk, hogyan bizonyithatok ezek a kijelentések: (wlv) =
(w|Pglv) = Y o2 (wlgi){gilv) = D5, wiv;. Ezt hasonlé médon kell alkal-
mazni opertorokrais: (¢, ABlg;) — (¢ APoBla;) = ¥, (il Alaw) (axl Blay) =
> ok AikArj. Az AB métrix tagjait az A és a B métrixok szorzasaval kap-
juk meg.

Egy adott reprezentaciéban a matrix-formalizmust hasznalva az operatorok
és vektorok kozotti miiveletek tehat egyszertien definidlhatok és egyszeriien
végezhetdk el.

Reprezentacioé-csere

A reprezentdcié-csere attérést jelent egyik reprezentaciordl egy maésikra. Min-
den megfigyelhetohoz tartozé bézisvektor sokasag egy reprezenticiét hataroz

meg.

A feladat: ismerve a vektorok illetve operdtorok méatrixat egy adott



reprezentacioban, meghatarozni a nekik megfelel6 matrixokat egy masik rep-
rezentacioban.
Legyen két ({N} és {Q}) megfigyelhetd dltal meghatdrozott reprezentdcionk:

z?|m> = n|ni) (7)
Qlax) = qrlar) (8)

Tekintsiik a diszkrét és nem elfajult spektrumok esetét.

(niln;) = ds; 9)
Py = Z Ina)(ni| = 1 (10)

(ailg;) = 6i (11)
IﬁQ = Z lgi)(ai| = I (12)

Az egyik reprezentacié bazisvektorai kifejezehetok a masik reprezentacio vek-
torainak segitségével:

) = 3 (arlna)lar) (13)
k
@) = > In) i) (14)

A {(qr|n;) tagok egy matrixnak az elemei:

(giln1)  (@1ln2) ... (q1|ng)
(@2|n1)  (g2ln2) ... (g2|ni)

Tm=1 . (15)
(giln1)  A(ailn2) . (qna)

Az (n;|q) tagok az ezzel adjungdlt métrixnak lesznek az elemei:

(nilgr)  (nalgz) - (nalg)
(n2lq1)  (n2lgz) .. (n2]a)

T =1 . (16)
(nilgr)  (nilgz) . (nila)

Felhasznalva, hogy



> AarIna)(nilgs) = (arlgs) = ¢ (17)

i

> (nilgs)(gslns) = (nilnj) = 655, (18)

S

Azonnal beldthaté a (T) és (TF) matrixokrdl, hogy:

TTH =TT =1 (19)

Vagyis a T egy unitér matrix (de nem operator, mivel a matrixelemei kiilonb6z6
bézisokon értelmezett vektorok skaldris szorzataibdl all). Legyen |v) € e.

(na|v) (q1|v)
(n2lv) (g2|v)

(v)ny = i (v)g = (20)
(nglv) (gilv)

0 = 3 i) i) )
< ao) = Y auln) nsfo) 22)

)

= (e =T-(v)§ (23)

(o] = (vln)(ni] (24)

i

< olgs) = S (wlna) (nilas) (25)
= ()= ()N -T* (26)
Lathat6 tehat hogyan transzformaljuk egy tetszdleges ’ket’ és 'bra’ vektor

métrixalakjit egyik reprezentdciébdl a mésikba a (T') métrix segitségével.

1.3. Az operatorok transzformaciéja
Legyen L egy lineéris operator. L = P.LP. = > In;)(n;j|L|n:)(n;). Ekkor:

(as|Llae) = 3, j{asIng)(ns|Ling)(nilar), vagyis LS = 3, Ty LN T, Matrix
alakban felirva:

(Lgq=T-(L)y-T" (27)



fgy transzformélédnak tehdt a (T') méatrix segitségével az operatorok. Egy
fontos megjegyzést tehetiink itt: egy operator sajatérték-egyenletének a meg-
oldésa egy adott {N} reprezentdciéban < megkeresni azt a (T') reprezentécié-
transzforméciét (reprezentdcieserét) amely sordn az 1j reprezentdciéban az
operator matrixa diagonalis.

A T reprezenticidcsere matrixa a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:

e a sorok tagjai a (gs| 'bra’ vektorokat adjik az {N} reprezentaciéban:
(67)n = [(gsIn1)(gs|n2)...(gs]ns)...]
e az oszlopok tagjai az |n;) ket’ vektorokat adjidk a {Q} reprezentéciéban:

(q1[ni)
(q2|ni)
(ni)Q =
(gi|ns)

1.4. Vektorok tenzorialis szorzata

Ahhoz, hogy ezt a miiveletet megértsiik, tekintsiink el6szor egy konkrét példat.
Legyen egy elektronunk amelynek az allapotat ugy a spinvaltozék, mint az or-
bitdlis valtozok hatdrozzék meg. Az orbitélis valtozdk vektortere legyen e,
(végtelen dimenziés vektortér) és a spinvéltozdk vektortere legyen egs (két di-
menziés vektortér, melynek bézisvektorait |+) és |—)-al jeléljik). Az elektron
staciondrius dllapotét az €, téren jellemzzék az |¢;) tipusi vektorok , az eg téren
meg a |+) tipusi vektorok. Az elektron teljes allapotat az |e;) és a |£) tipusi
vektorok egytittesen jellemzik. Ezaltal a teljes allapotokat tartalmazé vekt-
rotérnek tartalmaznia kell a két (e, és eg) vektorterek allapotainak az Osszes
lehetséges kombindciéit. Azt mondjuk, hogy a teljes allapotokat tartalmazé e
vektortér az €, és eg vektroterek tenzoridlis szorzata—.

Matematikailag és dltaldnosan értelmezve: ha van egy €; (d; dimenziés) vek-
torteriink és egy €2 (da dimenzids) vektorteriink, értelmeziink a két vektortér
elemei kozott egy miveletet amely eredményeképpen egy d; - do dimenziés vek-
tortérnek az elemét kapjuk

|q(1)> € €1 |7“(2)> € e (28)
g, Ir@) — |¢M)y @ |r@) e € (29)

ugy, hogy a kovetkezo tulajdonsagok igazak legyenek:

1.
(Mg)) © r®) = A(lg") @ 7)) = 1¢D) o Ar®) - (30)

™) @ (r®) +102)) =1¢V) @ Ir®) + [¢V) @ @) (31)



A fentiek alapjan bevezetett miiveletet tenzoridlis szorzatnak nevezziik és azt
mondjuk, hogy az € vektortér az e; és ea vektorterek tenzorialis szorzata. Megje-
gyezziik itt, hogy az 1° és 2° tulajdonsagok azt is jelentik, hogy ha képezziik az
egyik vektrotér egy lerdgzitett elemének a szorzatat a masik tér 6sszes elemeivel,
akkor a méasodik vektrotérrel izomorf teret generalunk.

Altaldban a |¢™M)@[v?) elemet egyszeriien |¢(M)|v(2)) vagy mégegyszeriibben
l¢Mv?)) formaban jeléljiik.

Most lassuk, hogy hatnak az €1 és e vektortereken értelmezett operatorok az
€ = €1 ® €9 vektortéren. Az e; és es vektortereken értelmezett barmely linearis
operatornak megfelel egy operdtor az €; ® es vektortéren amely a kovetkezo
tulajdonsagoknak tesz eleget. Ha |a(V)) € ¢; és [a?) € e, és

AD gDy = By A®) @) = [p@), (32)

akkor:
(AW @ A@)|aMa@y = AW pMY g A |p3), (33)

Nyilvanvaléan minden AV g2 operator kommutal minden TWRAR) operatorral.

Ertelmezziik tovabbé a skaldris szorzatot az € = €1 ® eo vektortéren a
kovetkezé tulajdonsdgokkal. Legyen |a™M) és [b™M)) € €, ugyanakkor |a(?)) és
|b®?) € €. Tlyen esteben igaz kell legyen, hogy:

(D1 B - (aD) @ [a®)) = pOla®) - pPa®) (39

1.5. Operatorok és vektorok unitér transzformacigja

Léssuk most hogyan értelmezheto a reprezentacidcsere egy operator segitségével.
Legyen U egy linedris operator. Legyenek |n;) és |g;) a két reprezenticié bazisvektorai.
Az U operdtort ugy értelmezziik, mint:

Ini) = Ulgi) (35)
Az U felirhaté mint:

=0 laal) = 3 Ulaa) (@il = 3 Ini)ai (36)
U+ = Z lgi) (i (37)

Lathaté, hogy,

00+ = Y Inadag) gl = Y o) (nil = Y lndmid =1 (39
U+l = Z |qi) (niln;)(q;] = Z |4:)0i (g | = Z lgi)ai| =1, (40)



vagyis U egy unitér operdtor! Ha képezhet a fenti médon értelmezett unitér
operator, akkor vizsgaljuk most ezen operatornak a vektorokra valé hatdsit.
Legyen |v) egy ’ket’ vektor. Ilyen esetben

v) = Z [ni) {nifv) (41)
v) = Z |gi) (gilv), (42)

K3

Ulo) = Z n)(ailv)- (43)

A fenti egyenlet alapjén lathaté, hogy az Ulv) vektor [N] reprezentaciébeli
vektorelemei egyenldk a |v) vektor [Q] reprezentédcidbeli elemeivel. Az U operator
tehdt a két reprezentacio bazisvektorait egymasba transzformalja, és a vektoro-
kat elforgatja a vektortérben.

Elemezziik most a (T) matrixxal és az U-val valé transzforméciok kozotti
kiilonbséget:

a [T]-vel valé transzformélds azzal ekvivalens, hogy elforgatjuk a koordindtarendszert.
A vektoroknak megvaltoznak ezaltal a koordinatai.

az [Q J-val valé transzformécié sordn elforgatjuk a vektorokat tigy, hogy az
U-t meghatéroz6 két bézis vektorait egymadsba forgatjuk (ez egy valddi
operator).

Léssuk most ha a vektortér elemeire alkalmazzuk az U transzforméciét, ho-
gyan transzformdlodnak a vektortéren értelmezett operdtorok. Tekintsiink egy
L operatort amelyre igaz, hogy:

Ljv) = |t) (44)

Ilyen esetben az U-val transzformélt vektortérre igaz kell legyen, hogy:

L'(Uv)) = Ult) (45)

Figyelembe véve, hogy U unitér operator, a (45) egyenletet U+-al balrél
beszorozva, azonnal adédik, hogy:

L'=ULU+ = ni){ailLla;) (] (46)

.3

ahol L = Do |¢:)(qi|L|g;){(g;]. Lathat6, hogy az operatorok transzformaciGja
sordn, akdrecsak a vektorok esetén is, az [N] reprezentdcidbeli métrixelemek
egyenldek lesznek a [Q] reprezentécidbeliekkel.

Néhany azonnali tulajdonsag:



e Az unitér operdtorokkal val6 transzformdcié soran a skaldris szorzat véltozatlan
lesz. Ha |v') = Ulv); [w') = Ulw), akkor: (w'|v/) = (w|U+T ) = (wlv)

o Ket unitér operdtor szorzata egy jabb unitér operdtor, vagyis ha U +U =
cWHAW = [ = UW = V is unitér. A bizonyitds azonnali: v+ =
(UW)*-W*U*-W U= L= (UW)" ' =V~! = V unitér.

o Az U -val végzett transzformacio egy vektortérbeli forgatasnak felel meg,

1.6. Elemi (infinitezim4lis) unitér transzforma&cidk

Ha az U operator infinitezimélisan kozel van az I identikus transzformacidhoz
(operdtorhoz), akkor U egy infinitezimélis transzformdcié. Egy ilyen elemi
unitér transzformacio dltaldanos alakja:

U=1+ieF (47)
ahol 2 = —1 és € egy elemien kis valés szdm (ezt a transzformécié pa-

raméterének nevezziik). Azt mondjuk, hogy I:"A a transzformdcié generatora.
Azonnal belathaté, hogy U unitér operator, ha F' egy hermitikus operator.

UU+ = (f + i€l —ieF+) =1 —ie(F+ — F)+ &(FFt) =1 (48)
UtU = (I —ieF+)(I +icF) =1 —ie(Ft — F) + &(FtF) =1 (49)
F+ = F = F hermitikus (50)

Egy tetszéleges |v) vektorra ez az elemi operdtor a kovetkez8képpen hat:
') = Ulv) = |v) +ieF|v) = [v) + 5[v) (51)
8|v) = ieF|v) (52)
Ezen elemi U unitér operator hatésa a vektortéren értelmezett operatorokra:
L' =ULU+ = L+ie(FL — LEF) = L+ 6L (53)
6L =ie[F, L] (54)

Lathato, hogy a |v) vektor invaridns az U-ra, ha F|v) = 0. Az L operétor
invaridns az U-ra, ha [F, L] = 0.

1.7. Hazi feladat
1. Hatdrozzuk meg az a, 3,7, 4 paraméterek értékét tigy, hogy a

o 0 0
P=1]0 16} z‘/Ti matrix egy vetité operator legyen. Ebben az
0 —i‘/?é I

ezetben hatarozzuk meg a sajatértékeket és a sajatvektorokat is.



2. Tekintsiik a Q operatort melynek megfelel6 matrixa egy adott reprezentaciéban:
2 0 0 0

Q=

o O O
O = =
O = =

0
0
2

Bizonyitsuk be, hogy Q hermitikus

Hatdrozzuk meg azon T transzforméciét amelyre Q diagonalis lesz



