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Bevezeto

A kvantummechanika a XX. szdzad egyik legvitatottabb ¢és filozofiai
szempontbol legtobb 1) gondolatot hozd elmélete. A relativitaselmélethez
hasonloan gyokerében valtoztatta meg a vilagrol alkotott képiinket, és a
tudomanyos gondolkodas szempontjabdl addig elképzelhetetlen utakat és
lehetdségeket nyitott meg. Joggal mondhatjuk azt, hogy a kvantummechanika
hatterében 4all6 fizikai valésagot a klasszikus mechanikara épitett
vilagnézetlinkkel nehezen emészthetjiik meg, és az elmélet mogott 1étezd
,végso valosagot” még nem ismerjik. A kvantummechanikat ezért ugy kell
kezelni, mint jol mikoddé modszert vagy eszkozt, amelynek segitségével
leirhatjuk az elemi részecskék mikroszkopikus vilagat.

Altaldban minden didk azt varja el a kvantummechanika elSadastol, hogy
valaszt kapjon arra a kérdésre, hogy mi okozza az elemi részecskék szintjén
megfigyelhetd, €s klasszikusan elképzelhetetlen hullim-részecske dualitést.
Csalodasukra azonban erre az alapkérdésre adott valasz és filozofiai
fejtegetések helyett posztulatumokat és rengeteg matematikat talalnak. Ezért a
legtobben  elbatortalanodnak, ¢és meg sem probaljdk kovetni a
kvantummechanika sajatsagos logikdjat. Ahhoz, hogy ezt a csalodast
elkertiljiik, sziikségesnek tartjuk itt, mar az elején leszdgezni, hogy a jelen
konyv sem fog eltérni a kvantummechanika klasszikus konyveinek a
programjatol. Célunk nem egy filozofikus targyaldsmod, hanem a fizikusok és
kémikusok szdmara hasznalhaté alapeszkdznek a megismertetése. Ezen
konyvecskét tgy kell tehat tekinteni, mint egy kvantumechanikai ABC-t,
amelyben a kvantummechanika alapjait targyaljuk a kevésbé elvont
hullimmechanika  formalizmusat kovetve. A konyvben minimalis,
nélkiilozhetetlen ismeretanyagot kozliink, amelyre minden olyan fizikus vagy
kémikus didknak sziiksége lesz, aki a tudomany modernebb témaiban akar
kés6bb eldadasokat hallgatni. Alapfoki matematikai analizis és algebra
egyetemi anyagra ¢épitlink, a kissé komplexebb matematikai ismereteket pedig
igyeksziink a fejezetek soran, illetve a fiiggelékekben kozdlni. A konyv
konnyebb kovethetdsége céljabol a szamitasok nagy részét részletesen
elvégezzilk. Nagy hangsulyt probaltunk fektetni a kvantummechanikai
gondolkodasmod logikus ¢és ellentmondasmentes bevezetésére, a hasznalt
posztulatumrendszer lerdgzitésére, illetve néhany elemi feladat atfogo jellegii
targyalasara.

E konyvben felvazolt hulldmmechanika ABC az elemi kvantummechanika
eldadasok ¢és szeminariumok tobbéves tanitdsa soran tisztdzodott. Az
eldadasok, illetve a jelen konyv megszerkesztése soran sok tekintetben



kovettlik azoknak a csodélatos kvantummechanikai leckéknek a programjat és
anyagat, amelyeket Maria Cristea tanarnd a kolozsvari Babes—Bolyai
Tudoményegyetem Fizika Karan tanitott. Ezen konyvecskét a felejthetetlen
Maria Cristea tanarnd emlékének ajanljuk.

A szerzok
Kolozsvar, 2005. oktober 1.

10



A fejezetek rovid ismertetése

1. FEJEZET Az  elektromagneses  hullimok  hullim-részecske
kettosségéhez elvezet6 kisérleti eredmények

Ismertetjiik azokat a kisérleti tényeket, amelyek elvezettek a fény és az elemi
részecskék kettds (részecske ¢és hulldm) természetének az elfogadasahoz,
illetve a kvantummechanika megalkotasahoz. A kisérletek részletes leirdsa nem
képezi a kvantummechanika targykorét, altaladban az atomfizika és optika
keretében szoktak targyalni. A targyalas teljességének az érdekében itt nagyon
roviden mégis 0sszegezziik ezeket a 1ényeges kisérleti eredményeket.

2. FEJEZET Korai kvantummechanika

Olyan kezdeti elméleti probalkozasokat ismertetiink, amelyek az el6zd
fejezetben vazolt kiserleti tényeket aranylag egyszertien, klasszikus mechanikai
gondolkoddasmodot alkalmazva magyardzzak. Ezen elméletek megalapozasa
nem teljesen ellentmonddsmentes, furcsan o6tvozik a klasszikus ¢€s
kvantummechanikai gondolkoddsmédot. Tudoménytorténeti szempontbdl és a
rigorozus kvantummechanikai logika felé vezetd ut kialakitdsdban azonban
mérfoldkovet jelentenek.

3. FEJEZET A hullamfiiggvény és a Schrodinger-egyenlet

Posztulatumok segitségével megalapozzuk a kvantummechanikat. Részletesen
targyaljuk a mozgd részecskéket jellemzd hullamfliggvényt, ennek fizikai
értelmezést adunk, bevezetjik az impulzustérbeli hulldmfiiggvényt, &és

crer

lesz a hires Schrodinger-egyenlet.

4. FEJEZET A hullimmechanika matematikai formalizmusa
A kvantummechanikdban intuitiv, fizikai alapon bevezetett
hullamfiiggvényeknek és operatoroknak precizebb matematikai leirdsat adjuk.

5. FEJEZET Kompatibilis és komplementaris fizikai mennyiségek
Behatoéan foglalkozunk a mérési folyamattal a kvantummechanikdban.
Megvizsgaljuk, hogy mi torténik, ha egymas utdn tobb fizikai mennyiséget
mériink egy adott kvantummechanikai allapotbdl kiindulva. Térgyaljuk a
kompatibilis és komplementdris fizikai mennyiségek jelentését, ¢és
bebizonyitjuk altaldnos esetben a hatdrozatlansagi Osszefiiggéseket. Specialis
esetként  visszakapjuk a  hires  Heisenberg-féle  hatdrozatlansagi
Osszefiiggéseket.
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6. FEJEZET Egydimenziés kvantummechanikai rendszerek altalanos
tulajdonsagai

A stacionarius Schrodinger-egyenletet fogjuk megoldani néhany alapvetd
egydimenzidés rendszer esetén. Az egydimenzids feladatok 4ltalanos
tulajdonsagainak a targyalasa utan a kovetkezd konkrét egydimenzids
feladatokat oldjuk meg: kvantummechanikai részecske végtelen mély és véges
mélységii potencialvolgyben, linearis harmonikus oszcillator, potenciallépcséd
és potencialgat. Szamos érdekes és a klasszikus mechanikdban nem vart
eredménnyel ismerkediink meg.

7. FEJEZET Az impulzusnyomaték a kvantummechanikaban

A klasszikus mechanikaban centralis erdtérben vald mozgas esetén az
impulzusnyomatéknak mint mozgasallandonak kitiintetett szerepe van. A
centralis erdterekben (példaul elektronok az atommag elektrosztatikus terében)
az impulzusnyomatéknak kitilintett szerepe lesz a kvantummechanika keretében
is. Meglatjuk azonban, hogy a kvantummechanikaban az impulzusnyomaték-
vektor tulajdonsagai szamos tekintetben eltérnek a klasszikusan megszokottol.

8. FEJEZET Mozgas centralis erétérben

Tanulmanyozzuk egy részecske centralis erdtérben valdé mozgéasanak a
kvantummechanikai sajatossagait. A targyalt feladat a hidrogénatom és a
tobbelektronos atomok kvantummechanikai leirdsdhoz vezet el benniinket.
Meghatarozzuk a hidrogén-tipusu (egyelektronnal rendelkezd) atomok esetén a
kvantummechanikai rendszer stacionarius allapotaiban a hulldmfiiggvényeket,
az energia-sajatértékeket és az allapotokat jellemzd kvantumszamok lehetséges
értékeit, valamint ezek fizikiai jelentését. Roviden, és matematikai
bizonyitasok nélkiil tagyaljuk a tobbelektronos atomok esetét is.

I. Fiiggelék A valdsziniiség-szamitas alapjai

Roviden targyaljuk a valdszinliség-szamitas azon alapjait, amelyeket a kvantum-
mechanika targyaldsa soran felhasznilunk. Bevezetjiik a diszkrét és folytonos
valdsziniiségi valtozokat, ezeknek az eloszlasfliggvényét, a lényeges és gyakran
eléfordulo eloszlasokat, illetve a valoszinliségi valtozokat jellemzd mennyiségeket.

I1. Fiiggelék A Dirac-delta funkcional és tulajdonsagai

A konyvben sokszor hasznalt Dirac-delta funkcional tulajdonsagait targyaljuk.
Gyakorlatként és példaként az egydimenzids rendszerekre megoldjuk a stacionarius
Schrodinger-egyenletet Dirac-delta alaku potencialvolgyben talalhato részecske esetére.

III. Fiiggelék A nemrelativisztikus kvantummechanika rovid torténete

Roviden, 1iddérendi sorrendben Osszefoglaljuk a  kvantummechanika
kilakulasdnak mérfoldkoveit.
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1. FEJEZET

Az elektromagneses hullamok hullam-részecske
kettosségéhez elvezetd kisérleti eredmények

A fejezet keretében ismertetjiik azokat a kisérleti tényeket, amelyek elvezettek
a fény ¢és az elemi részecskék kettds (részecske €s hullam) természetének az
elfogadasidhoz, illetve a kvantummechanika megalkotdsdhoz. A kisérletek
részletes leirdasa nem képezi a kvantummechanika targykorét, altalaban az
atomfizika ¢és optika keretében szoktak Oket targyalni. A targyalds
teljességének a kedvéért itt nagyon roviden Osszegezziik ezeket a lényeges
kisérleti eredményeket.

1.1 A fény természetére vonatkozo elképzeléseink rovid torténelmi
attekintése

A fény mindig is foglalkoztatta az embereket, mert rengeteg koziink van a
fényhez. A fényhez kotddik az ember legfontosabb érzékszerve, a szem, és
ezen keresztiil a latds. Ezen az informdacios csatornan keresztiil kapjuk a
legtobb ¢s legrészletesebb informacidt a természetrél — a vizualis informaciod
szerepe mindig is nagyon hangsulyozott volt, de napjainkban kiilonosen. Akar
azt is mondhatndnk, hogy a mai fizikdnk fényre van ,méretezve”. A fény
természetével, fizikai leirdsaval tudoményos modon azonban csak a XVII.
szazadban kezdtek el foglalkozni. Az elsé probalkozasok, amelyekkel
tudomanyosan igyekeztek leirni a fényt, Isaac Newton és Christian Huygens
nevéhez flizédnek.

1.1.1 A fény korpuszkularis elmélete

Newton ugy probalta leirni a fényt, mint ami nagyon sok kis egyforma
részecskébdl all (fény korpuszkuldk). Ezek a részecskék nagy sebességii
egyenes vonali mozgast végeznek, amikor pedig egy feliilettel taldlkoznak,
akkor vagy visszapattanak rola, vagy pedig behatolnak, ¢és megvaltozott
sebességgel tovaterjednek az j kdzegben. Ezzel a modellel megérthetd a fény
terjedése, visszaverddése ¢és torése is. A korpuszkularis elméletet egy ideig
kiszoritotta a fény hulldmelmélete, de a XIX. szdzad végén és a XX. szdzad
elején olyan kisérleteket végeztek, amelyeket ujbol csak a korpuszkularis
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elmélettel lehetett magyarazni (Compton-szoras, fényelektromos hatés,
feketetest-sugarzas).

1.1.2 A fény hullamtermészete

Huygens ugy képzelte el a fényt, mint egy mechanikai hullamot. Mechanikai
hullamrol beszéliink példaul akkor, amikor egy kifeszitett hurt az egyik végén a
hurra merdlegesen megmozditunk. Ha a mozgast periodikusan ismételjiik,
akkor a hurban ez a rezgémozgas hullam forméjéban tovaterjed. A mechanikai
hullam fogalmat ki Iehet terjeszteni két- ¢€s haromdimenzidra is.
Kétdimenzioban példaul képzeljiink el egy dobfeliilelet, amelyet megiit a dobos
— a perturbacio itt is tovaterjed, €s alldhullamok kialakulasat eredményezheti.
Masik jol ismert példa a nyugodt vizfeliilet, amelybe egy kdovet dobunk.
Héaromdimenzioban terjedé hullam példaul a hang. A fény hullamelmélete a
fénysugarat ugy kezeli mint adott kdzegben tovaterjedé hullamot (ezt a kozeget
nevezték el éternek). Ezzel a modellel is megérthetd a fény terjedése,
visszaverddése ¢és torése, ezeknek nagyon elegans magyardzatat adja az
optikabol ismert Huygens—Fresnel-elv. A fény hulldmtermészetének
figyelembevételével megmagyardzhatova valnak olyan jelenségek is
(diffrakcio, interferencia), amelyeket a korpuszkulaclmélettel nem lehet
megérteni. Maxwell munkdssaga nyoman tisztdzodott az is, hogy milyen tipust
hullam a fény, és mi az, ami a fényhullam esetén tovaterjed. Bebizonyosodott,
hogy a fény tranzverzalis elektromdgneses hulldim. A Maxwell-egyenletek
alapjan kiszamithato a fény terjedési sebessége is, amely igen jo egyezést mutat
a mért értékkel. Ez a fény hulldmelméletének wjabb, igen lényeges sikerét
jelenti.

1.1.3 A fény kettos természete

A XVII. szdzadban tgy gondoltdk, hogy a két létezd alapmodell koziil
(részecske- és hullammodell) csak az egyik lehet igaz, a masik modellnek egy
1d6 utan feltétleniil hamisnak kell bizonyulnia. Ez nagy horderejli tudoményos
vitdhoz vezetett Huygens és Newton ko6zott. Mai ismereteink birtokaban
azonban sziikségiink van mindkét modellre (képre) ahhoz, hogy kiilonbozd
jelenségeket megmagyardzhassunk. Azt gondoljuk, hogy a fénynek kettds
természete van: részecske- €s hullamtermészete. A részecske és a hulldm
fogalmat a klasszikus mechanikéban vezettiik be, értelmeztiik, itt valt érthetové
szdmunkra, hogy mit jelent a részecsketermészet, ¢és mit jelent a
hullamtermészet. Ezek a megkdzelitések valdjaban csak a klasszikus
mechanika teriiletén érvényesek, ennek ellenére megprobaljuk dket alkalmazni
olyan objektumra (a fényre), amely nem a klasszikus mechanika
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vizsgalddasanak a targya. Ezt azért tessziik, mert egész gondolkodasmoédunk
»mechanisztikus”, a mechanikabdl ismert fogalmak rabjai vagyunk. Meglepd
modon, ez a mechanisztikus gondolkoddsmod bizonyos jelenségek leirasaban
nagyon sikeres. Mindezen sikerek ellenére, a fény péld4jabol lathatd, hogy a
természet valgjaban sokkal komplexebb, és ahhoz, hogy bizonyos jelenségeket
le tudjunk irni, tal kell Iépniink a klasszikus mechanika logik4jan. Visszatérve
a fény természetére, jelenleg ugy gondoljuk, hogy a fény valdjaban nem
egyszerre részecske ¢€s hulldm, hanem olyan furcsa objektum, amelynek
bizonyos tulajdonsagai adott koriilmények kozott leirthatok ezekkel a
klasszikus képekkel.

1.2 Az elektromagneses hullamokrdl altalaban

Amint emlitettiik, a fény bizonyos tekintetben elektromagneses hulldmként
jellemezhetd. Az elektromagneses hullamot egyszerlien Ggy képzelhetjiik el,
hogy a tér egy adott pontjaban periodikusan valtozé elektromos teret keltiink,
példaul egy rezgd elektromos dipolussal. Ez a valtoz6d elektromos tér
ugyancsak valtozd6 magneses teret fog maga koriil 1étrehozni, ami a maga
rendjén hasonldéan wjabb valtozd elektromos teret indukal. Ilyen modon a
keltett perturbacié hullam forméjaban tovaterjed a térben. Az elektromagneses
hullamokat leggyakrabban a rezgés frekvenciaja alapjan szoktdk osztalyozni.
Mivel az elektromagneses hulldmok terjedési sebessége a vakuumban
frenkvenciatol figgetleniill ¢ =~ 3-10° m/s, ezt az osztalyozast hullaimhossz
szerint is elvégezhetjiik. Végezziik az osztalyozast novekvd frekvencia (vagy
csokkend hulldmhossz) szerint (lasd 1.1 abra). A leghosszabb hullamhosszal
(legrovidebb frekvenciaval) a radidhullamok rendelkeznek. Ezeken beliil
beszélhetiink hosszi-, kozepes-, rovid-, illetve ultrarovid hullamokrol. A
radidhullamok utdn kovetkeznek a mikrohulldmok (amint neviik is mutatja, a
hullamhossz ebben az esetben mikrométeres nagysagrendili), majd ezutan az
infravordés (vagy ho-) sugarzasok. Az infravorés (a név a vords fény
frekvencigjan aluli frekvencidkra utal) hulldmok utan a 700400 nm-es
hulldmhosszak tartoméanydban a lathato fénysugarak talalhatok. Ennél nagyobb
frekvencidkkal rendelkeznek az ultraibolya-, majd a rontgensugarak. A
rontgensugarnal is kisebb hullimhossza (nagyobb frekvencigja) van a gamma
sugarzasoknak.
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L.1. abra: Az elektromagneses sugdrzasok tipusai

1.3 Az elektromagneses hullamok hullamtulajdonsagait igazol6
kisérletek

Az elektromagneses hullamok hullamtulajdonsagat igazolja a diffrakcid és az
interferencia jelensége. Diffrakciorol beszéliink példaul akkor, amikor az
elektromagneses hullam egy éles kontir mellett elhaladva nem vet éles
arny¢kot a kontur mogott elhelyezkedd ernydre, vagy amikor a fény egy résen
athaladva a rés mogotti ernydn tobb, kiilonbdzo intenzitasi fénycsikot hoz
létre. Ahhoz, hogy a diffrakcié megfigyelhetd legyen, az sziikséges, hogy az
objektum mérete, amelyen a diffrakciéo torténik, kozel legyen a fény
hulldmhosszahoz. Interferenciardl akkor beszéliink, amikor tobb fénysugar
talalkozva egymasra tevodik, és a fénysugarak faziskiilonbségtol fliggden
erésitik vagy gyengitik egymast. A gyakorlatban a fény interferencidja csak
nagy koherenciahosszal rendelkezd fénysugarak (pl. 1ézerek), vagy nagyon kis
optikai utkiilonbségek esetén figyelheté meg. A fénydiffrakcié és
fényinterferencia jelensége a fény hullamtermészetére utalnak és a hullamkép
keretében magyarazhatok.

1.4 Az elektromagneses hullamok részecsketulajdonsagaira utalé
modern kisérletek

1.4.1 A feketetest-sugarzas

Az XX. szazad kezdetén nagy problémat jelentett a feketetest-sugarzasanak
elméleti leirasa. Mint tudjuk, minden véges homérsékleten levd
makroszkopikus test elektromagneses sugarzast bocsat ki. Ennek a sugarzasnak
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folytonos spektruma van, vagyis a nem nulla termodinamikai hdomérsékletii
testek minden frekvencian sugdroznak. A sugarzés intenzitasa €s spektrumanak
a konkrét alakja fiigg a test homérsékletétél. Gondoljunk példaul egy
vasdarabra, amely vOrdsen izzik. Ha ezt a vasdarabot tobabb melegitjiik, akkor
fehéren és fényesebben fog izzani, vagyis a sugarzdsa a hdémérséklet
novekedésével megvaltoztatja intenzitasat, ¢és a hullamhosszak szerinti
eloszlasat is. A testek hdésugarzasanak tanulmdnyozasara bevezettek egy
modellt, a (tokéletesen) fekete testet. Ez egy olyan test, amely minden raesd
sugarzast elnyel, és minden hulldmhosszon sugaroz. Ezt a fizikai modellt jol
meg lehet kozeliteni példaul egy beliil feketére festett dobozzal, amelybe csak
egy kis résen keresztiil juthat be fény. Ennek a kis résnek a sugarzéasa jol
megkozeliti a feketetest-sugarzast, és mérhetd a sugarzas spektruma a test
hémérsékletének fiiggvényében. A mért spektrumok elméleti leirasara a XIX.
szazad végén és a XX. szazad elején tobbfajta elméleti magyardzat sziiletett,
azonban egyik sem volt minden szempontbdl kielégito.

A feketetest folytonos sugarzasi spektrumat matematikailag jellemezhetjiik az
intenzitas-stiriség eloszlassal, amely megadja tetszdleges hullamhosz esetén az
egységnyi hulldmhossz-intervallumban egységnyi feketetest-feliilet altal
egységnyi id0 alatt a feliiletre merdleges iranyban kisugérzott energiat:
__aw_ (L.1)
dAdSdt
A py(l) fuiggvény integralja a teljes hullimhossztartomanyon megadja az
egységnyi feliilet altal a feliiletre merdlegesen kisugarzott teljesitményt.
Hogyha az integralast két tetszOleges hullamhossz kozott végezziik, akkor
megkapjuk az illeté hulldmhossztartomanyba kisugarzott teljesitményt. Példaul
A=400 nm ¢és A4,=750 nm kozott integralva megkapjuk, hogy mekkora
teljesitménnyel sugdroz a feliiletre merdleges irdnyban a feketetest a lathatd
tartomanyban.

P

A spektrum kisérleti vizsgalata soran tobb empirikus torvényt is
megallapitottak. A Wien-féle eltolodasi torvény azt mondja ki, hogy egy
magasabb hémérsékleten levd test intenzitds-spektrumdnak a maximuma
eltolodik az alacsonyabb hulldmhosszak (magasabb energiak) felé. Ezt az
eltolodast matematikailag a:

A_ T = konst. (1.2)

Osszefiiggés adja, nemzetkdzi mértékegységekben a Wien-térvényben szerepld
konstans érteke: konst=2.898 x 107 K m. A Wien-féle eltolodasi torvény
megmagyarazza példaul azt, hogy miért megy at a vords izzas fehér izzésba a
hémérséklet novelésével. VOordsizzasnal a Anax a voroson alul helyezkedik el, és
igy csak voros fénynek megfeleld elektromagneses sugarzasokbol kapunk nagy
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intenzitast, mig magasabb homérsékleten a maximum eltolodik az ibolya felé,
ezért minden hullamhosszbdl koriilbeliil egyforma intenzitasu elektromagneses
sugarzast ¢észleliink (fehér fény).

A Stefan—Boltzmann-térvény a test homéséklete €s az Osszes frekvencidkon
egységnyi feliilet altal a feliiletre merdlegesen kisugarzott teljesitmény kozott
teremt kapcsolatot a Stefan—Boltzmann-alland6 (o) segitségével:

W=oT". (1.3)
A fenti képletben o az ugynevezett Stefan—Boltzmann-allandé nemzetkozi
mértékegységben: o=5.67 x 10°JK*m?s™).

A kisérletileg kapott pi(1) spektrum alakja az 1.2 dbran lathato. Ennek a
spektrumnak a kis- és nagyfrekvenciaju viselkedését két kiilonbozo elmélettel
sikertilt leirni. A kis hullamhosszak (nagy frekvencianak felel meg) esetén jol
miikodott a Wien altal kidolgozott képlet:

p=ke T, (1.4)

a nagy hulldmhosszak esetén pedig a Rayleigh—Jeans-torvény. Ez utdbbi
torvény a kis hullamhosszakon az ugynevezett ,,ultraibolya-katasztrofahoz”
vezetett. A Rayleigh—Jeans-képlet:

8kT
p& = 15 . (15)
A ‘
\
\
\
—_ \ )
= Rayleigh-Jeans-
= \ torvény
\
N
Planci\_
orvény ~ o -

——i ——
1000 2000 3000 5 (nm)

1.2. dbra: A feketetest spektrumanak intenzitas-stiriiség eloszlasfiiggvénye. A

Planck-képlet helyesen irja le a kisérletileg mért eloszlast, a Rayleigh—Jeans-

keplet ,,ultraibolya katasztrofahoz” vezet
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A feketetest-sugarzas teljes spektrumanak a leirasat Planck adta meg, de
elméletében azzal a feltételezéssel kellett élnie, hogy a hdsugarzo test £ = hv
kvantumokban (diszkrét energiacsomagokban) sugaroz, ahol v a frekvencia ¢és
h = 6.626:10"" J's egy alland6, az u.n. Planck-alland6. Ezzel a feltételezéssel
Planck elméletileg tokéletes leirdsat adta a feketetest-sugarzas spektrumanak.
Planck elmélete alapjan:
q 1
AT 45 <
e —1
A Planck 4ltal erdltetetten bevezetett kvantumfeltétel inditotta el végiil is a
kvantummechanika fejlédését. Planck kvantumhipotézise (vagyis az, hogy a
homérsekleti sugarzas esetén az energia kibocsatdsa nem folytonosan, hanem
kvantumosan torténik) ellentétben 4llt a klasszikus fizika minden
tapasztalataval, és ezért még Planck szamara is sok ideig elfogadhatatlannak
tlint. KésObb azonban szdmtalan mas kisérlet sordn is bebizonyosodott, hogy a
mikrovildg szintjén a klasszikus fizika tapasztalataira nem ¢épithetiink, és a
Planck altal bevezetett hipotézis sok mas jelenség esetében is bebizonyosodott.

(1.6)

1.4.2 A fényelektromos hatas

A fényelektromos hatas aranylag egyszerii jelenség. Ha egy fémfeliiletet
fénnyel megvilagitanak, a fémfeliiletbl a megvildgitds hatdsara elektronok
Iépnek ki (1.3 4bra). A fényelektromos hatas sordn tobb olyan érdekes ténnyel
szembesiiliink, amely arra utal, hogy nem fogadhatjuk el, hogy a fénynek
pusztan hullamtermészete lenne.

1. A fényelektromos hatas a fény bekapcsolasakor azonnal jelentkezik. A fény
tiszta hullimtermészete alapjan azonban a fémben levd elektronoknak iddre
van szilikségiik ahhoz, hogy a beesd fényhullambol 6sszegylijtsék a fémbdl vald
kilépéshez sziikséges energiat.

2. A fény intenzitasat novelve a kilépd elektronok szdma novekszik, de nem nd
a maximalis kinetikus energiajuk.

3. Létezik egy kiiszobfrekvencia a fényre, ami alatt adott fém esetén nem lehet
fényelektromos hatast eldidézni (példaul vords fénnyel megvilagitva a
fémfeliiletet nem észlelték a jelenséget). Hogyha a fényt az elektronok mint
hullamot nyelik el, akkor egy id6 utdn még az alacsonyabb energidji
(alacsonyabb frekvenciaji) sugarzas is ki kellene hogy valtsa a jelenséget. A
kisérletekbdl azonban nyilvanvald volt, hogy ez nem igy torténik.
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4. Nagyon kis intenzitasu ultraibolya sugarzast hasznalva kevesebb elektron 1&p
ki a feliiletrdl, de ezeknek az elektronoknak nagyobb mozgési energidjuk lesz,
mintha nagyobb intenzitast, de kisebb frekvencidju (pl. zo6ld) sugarzést
hasznalnank. Tehat a kilépd elektronok mozgasi energidjat a beesd fény
frekvencidja, nem pedig az intenzitdsa hatarozza meg.

= o f///
wd
By /

Na

1.3. dbra: Fényelektromos hatas: a vakuumban tartott fémfeliiletet egy
bizonyos kiiszobfrekvencia feletti fénysugarral megvilagitva, a feliiletrol
elektronok léepnek ki

Ezeket a megfigyeléseket nem lehetett pusztan a fény hullamtermészete alapjan
magyarazni. A magyardzatot végiil is Albert Einstein talalta meg, és 1905-ben
publikalta is. Einstein tovéabbfejlesztette Planck otletét, amely szerint az
elektromagneses sugarzas kibocsatasa ¢€s elnyelése kvantumokban torténik. Ezt
az energiakvantumot fotonnak nevezték el. A fotonok megdrzik a kvantumos
jellegiiket a kibocsatas és az elnyelés kozott is, és ezaltal a fénysugarak nem
folytonosan, hanem kvantumokban szallitjdk az energidt. Einstein ezért az
elméletért kapta meg 1921-ben a Nobel-dijat. Einstein elmélete alapjan a fény
diszkrét ,részecskékben”, un. fotonokban széllitja az energiat. Egy foton
energidja:
e=hv, (1.7)

ahol / a Planck-alland6, v pedig a foton frekvencigja. A fémfeliiletre beesd
foton titkdzik egy elektronnal, ezéltal atadja neki az energidjat. Ennek az
energianak egy része arra forditddik, hogy az elektron kilépjen a fémbdl (L), a
maradék energia pedig az elektron mozgési energidjaként jelentkezik (E,,):

e=L+E, . (1.8)
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1.4. abra: Fényelektromos hatas kalium feliilet esetén

Ez az egyszerli kvantumhipotézis gyonyOrlilen megmagyardzza a
fényelektromos hatdssal kapcsolatos megfigyeléseket:

1. Ahogy az els6 foton eléri a feliiletet, megkezdddik az elektronok kilépése.

2. Mivel nagyon kicsi annak a jelenségnek a valosziniisége, hogy egy elektron
a fémben tobb mint egy fotonnal iitkozzék €s igy tobb fotonbdl gylijtse dssze
az energiat, a fotonfluxus novelésével csak a kilépd elektronok szama
novekedik, az energidjuk nem.

3. Ha a fotonok energidja kisebb, mint a kilépési munka (L), akkor az
elektronok nem tudnak kilépni a fémbdl.

4. A kilépd elektronok energidjat a beesd sugarzas fotonjainak az energidja
fogja megszabni, nem pedig az, hogy mennyi foton érkezik a feliiletre.

1.4.3 A Compton-szoras

A Compton-szoras az a jelenség, amelynek sordn a fény (fotonok sokasaga)
elektronokon szorodik, és a szorddas sordn energidjanak egy részét atadja az
elektronoknak. A foton energidjanak valtozasat ugy érzékeljiik, hogy a
sugarzas hullamhossza megvaltozik. Ezt a szérodast barmilyen hullamhosszu
elektromagneses sugarzas létrehozhatja, de eldszor Rontgen- (X-) sugarak
esetén észlelték. Ennek oka az, hogy a Compton-szoras esetén a hulldmhossz
valtozasa fiiggetlen a hullimhossztdl, azaz ugyanakkora a valtozas akar lathato
fényrdl, akar rontgensugarzasrol beszéliink. Mivel a lathatd fény hullamhossza
sokkal nagyobb, mint a rontgensugarzas hullamhossza, ezért a relativ
hullamhossz-véltozas rontgensugarak esetén nagyobb, ¢és igy a valtozas
kdnnyebben érzékelhetd.
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1.5. abra: Compton-szords

Elfogadva tehat, hogy a fény &=hy energidju fotonok altal szallitja az energiat,
a szorési folyamatra felirhatjuk az energiamegmaradast relativisztikus alakban:

hv,+mc’ =h Vv, + Jpit+mict, 1.9

ahol m, az elektron tomege, p. az elektron impulzusa, »; és 1 a foton kezdeti,
illetve végsd frekvencidja. A szorasi folyamatra igaz kell hogy legyen
ugyanakkor az impulzusmegmaradas torvénye is (1asd 1.5 abra):

pi=D;+D,> (1.10)
aminek alapjan:
= (p,-p,)(p,-p,)=p+p> -2 0. (LI
pP.=\p,—ps)\p,—Ps)=D; TPy p:pycost. (1.11)
A fenti (1.11) képletet atirva hulliamhosszakra a Planck-képlet alkalmazasaval
(p=h/A és pc=hv) kapjuk, hogy:
(p.c)y =(hv,) +(h Vf)z —2hzvl.vf cosd. 1.12)
Ugyanezt a mennyiséget kifejezve az energiamegmaradasbol:
(p.c) = (hv,) + (v, } —20vv, +2m,c*(hv, —hv,), (1.13)
¢és kivonva (1.12)-bdl azonnal adodik:
—2h*vy,cos0 ==2h*vy, +2mc*(hv,—hv,).  (1.14)
A fenti képletet atrendezve és a hullamhosszra felirva:

11 1
=——(1-cos@), (1.15)

hv, hv, mgc

ami elvezet az effektust leird végso képlethez:
A, =2, =Ad=A(l-cos0). (1.16)
A fenti képletben A = h/(m.c) =2.4:10"'* m, a jelenségre jellemzd allando.
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A Compton-szoras kovetkeztében megjelenik tehat egy nagyobb hullamhosszi
sugarzas is, amelynek a hullamhossza fligg a szorasi szogtdl (1.6 &bra). A
szogfliggésre levezetett képlet jo egyezést mutat a kisérleti adatokkal.

A szbras elméleti targyaldsa sordn a fotont mint részecskét kezeltiik, és a
kisérleti adatokkal jol egyezd eredményeket kaptunk. A Compton-szoras egy
olyan kisérlet tehat, amely, a fényelektromos hatastol fiiggetleniil, kisérleti
bizonyitékot szolgéltat a ,.fényrészecske”, azaz a foton 1étezésére. Ez a kisérlet
volt az, amely az 1920-as években véglegesen eldontotte a fény (akkor még
nagyon vitatott) részecske jellegének a helyességét. Ezen jelenség
felfedezéséért Arthur Holly Compton 1927-ben Nobel-dijat kapott.
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1.6. abra: A Compton-szoras kovetkeztében megjelenik egy nagyobb
hullamhosszu sugarzas is, amelynek a hullamhossza fiigg a szordsi szogtol

1.5 Kvantumos (nem folytonos) viselkedés atomi szinten

1.5.1 Diszkrét atomi spektrumok. A hidrogén atomi spektruma

Amikor egy kémiai elem fényt bocsat ki vagy fényt nyel el, ez mindig jol
meghatarozott frekvenciakon torténik. A hdmérsékleti sugarzastol eltérden itt a
sugarzasi frekvencidk spektruma nem folytonos, hanem diszkrét vonalakbol all.
Fontos észrevétel, hogy a kibocsatasi és elnyelési vonalak spektruma altalaban
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megegyezik. A diszkrét frekvencidk (vagy spektrumvonalak) sokasaga
elemenként mas és mas, és ezek alapjan azonositani lehet, hogy milyen elemrdl
is van szo (Kirchoff, 1859). Jol ismert gyakorlati példa erre a hélium
felfedesése: 1868-ban J. Norman Lockyer (a Nature folyodirat alapitdja) a Nap
folytonos spektrumaban olyan diszkrét spektrumvonalakat (fekete vonalak,
elnyelési spektrum) fedezett fel, amelyek addig ismeretlenek voltak.
Feltételezte, hogy amit talalt, az egy 0j elem elnyelési spektruma, ezt az 1j
elemet a gordg napistenségrol (Helios) héliumnak nevezte el. A héliumot
késébb megtalaltak a Fold 1égkdrében is.

A diszkrét spektrumvonalak létezése ismét egy olyan jelenséggel szembesit
benniinket, amelynek sordn egy mennyiség (jelen esetben a sugarzés
frekvencidja vagy energiaja) nem folytonosan valtozik, hanemcsak jol
meghatarozott diszkrét értékeket vehet fel, méas szoval kvantalt. Késébb majd
meglatjuk, hogy a frekvencia-kvantalas abbol ered, hogy az atom
energiaszintjei kvantaltak. Amikor egy atom energiat nyel el vagy sugaroz ki,
ezt csak ugy teheti, hogy energidja a kvantalt energiaszintek kozott valtozik. A
kisugérzott energia, ami a kvantélt energiaszintek energidinak a kiilonbsége,
ezaltal szintén kvantalt lesz.

A tudosok szamara a spektrumok elméleti leirasa komoly kihivast jelentett, és a
korai kvantummechanika egyik nagy sikere a legegyszerlibb elem, a hidrogén
spektrumanak az elméleti megmagyarazasa volt (Niels Bohr, Nobel-dij 1922-
ben).

1.7. dbra: A hélium emisszios spektruma

1.5.2 A Franck-Hertz-kisérlet

James Franck és Gustaw Ludwig Hertz hires kisérletetét 1914-ben végezte el
azzal a céllal, hogy megvizsgaljdk, az atomokban valdoban diszkrét
energiaszintek taldlhatok-e. A kisérlet soran elektronokat gyorsitanak egy
elektroncsében (1.8 abra).
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1.8. abra: A Franck—Hertz-kisérlethez hasznalt berendezés

Az elektronok a kat6dtol indulva gyorsuld mozgast végeznek az anod felé. A
kisérleti csOben alacsony nyomdsu higanygdéz taldlhat6. Az elektronok a
mozgasuk soran kétféleképpen iitkdzhetnek a Hg-atomokkal: vagy rugalmas
litkozést szenvednek, és ilyenkor nem valtozik meg a mozgasi energiajuk,
vagy, ha kelléen nagy mozgasi energiaval rendelkeznek az iitkozés elétt, akkor
az utk6zés folyamdn gerjeszthetik a Hg-atomot az alapéllapotbol az elsd
gerjesztett allapotba. A gerjesztés soran az elektronok energiaja bizonyos, jol
meghatarozott értékkel csokken. A kisérlet soran a 2. racs €s az anod kozé egy
lassitd fesziiltséget kapcsolnak, ezért csak az elég nagy mozgdsi energiaval
rendelkezd elektronok juthatnak el az anddig. A katdd és az 1. racs kozti
gyorsitofesziiltséget valtoztatva, az andéd és a 2. racs kozott mérhetd
aramerdsséget vizsgaljak. A kisérletet elvégezve az 1.9. abran lathatod
karakterisztikahoz jutunk.

Novelve a gyorsitofesziiltséget, az anddra beérkezd adram eleinte monotonon
novekszik. Amikor az elektronok a csovon athaladva annyi energiara tesznek
szert, hogy képesek gerjeszteni a Hg-atomokat, akkor elkezdenek
rugalmatlanul  iitkbzni a Hg-atomokkal. A rugalmatlan iitk6zések
kovetkeztében elveszitik mozgasi energidjukat, és igy nem érik el az anodot,
tehat csokken a mért dramerdsség. Ez az els6 minimum az 1.9. dbran. A
kovetkezd minimum olyan gyorsitofesziiltség-értékre kovetkezik be, amikor az
elektronok akkora energidra tesznek szert, hogy egymas utin kétszer
gerjesztnek egy-egy Hg-atomot. A tobbi minimumnak is hasonld értelmezése
van, tObb Hg-atom egymasutani gerjesztésének felelnek meg. A minimumok
kozotti gyorsitofesziiltség-kiilonbség allando, és a gyorsitott elektron energidja
megegyezik a Hg-atom elsO gerjesztési energiajaval.
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1.9. dabra: A Franck—Hertz-kisérlet eredménye

A kisérlet direkt mdédon bizonyitja, hogy az atomok egyszerre csak jol
meghatarozott energiamennyiséget nyelhetnek el, vagyis a gerjesztési
energiajuk kvantalt.

1.6 Javasolt feladatok

1.1 a) A Planck-képletbdl kiindulva vezessiik le a Wien-féle eltolddasi
torvenyt, illetve a Stefan—Boltzmann-torvényt. b) Igazoljuk, hogy nagyon nagy
illetve nagyon kis hullamhosszak esetén a Planck-képletbdl visszakaphatd a
Wien- és a Rayleigh—Jeans-torvény. c) Becsiiljiik fel, milyen homérsékleten
van a vorosen, illetve a fehéren izz6 vasdarab.

1.2. Egy katodcsd egyik végén a kalium anodfeliiletet monokromatikus fénnyel
vilagitjuk meg. a) Szamitsuk ki a belépd fény frekvencidjanak a fiiggvényében,
hogy mekkora fékez6 fesziiltséget kell kapcsolni a csére (U,qx) ahhoz, hogy
egyetlen elektron se érje el az anddot. Abrazoljuk ezt a mennyiséget a belépd
fény frekvencidjanak a fliggvényében a lathaté fény tartomanyaban. b)
Megforditva az andd ¢és a katdd szerepét (vagyis egy Uy gyorsitdfesziiltséget
kapcsolva a kilépd elektronokra), dbrazoljuk az anodra érkezd elektronok
energiajat a belépd fény frekvencidjanak a fiiggvényében.

1.3. Becsiiljiik fel, hogy egy 100 W-os villanykorte hany fotont bocsat ki
masodpercenként a lathato tartomanyban.

1.4. Az 1.9 abra alapjan rajzoljuk meg azt az abrat, amely az elektrononkénti
gerjesztések szamat adja meg a gyorsitofesziiltség fliggvényében (tudjuk, hogy az
egy gerjesztéshez sziikséges energia £ = 4.9 eV). Az abra a 0-20 V tartoméanyon
legyen megrajzolva. Mi torténne akkor, ha a gerjesztéshez sziikséges energia
ennek az értéknek a masfélszerese, illetve a kétharmada volna?
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2. FEJEZET
Korai kvantummechanika

A kovetkezOkben olyan kezdeti elméleti probalkozasokat ismertetiink, amelyek
az el6zd fejezetben vazolt kiserleti tényeket ardnylag egyszeriien, klasszikus
mechanikai gondolkoddsmodot alkalmazva magyarazzak. Ezeknek az
elméleteknek a megalapozidsa nem teljesen ellentmonddsmentes, furcsan
otvozik a  klasszikus és  kvantummechanikai  gondolkodasmoddot.
Tudomanytorténeti szempontbdl és a preciz kvantummechanikai logika fele
vezeto ut kialakitdsdban mégis mérfoldkovet jelentenek.

2.1 A Bohr-modell

Ernest Rutherford kisérletei nyoman vilagossa valt, hogy az atom pozitiv
toltése nagyon kis térfogatba, az atommagba van Osszestritve. Rutherford
atommodellje szerint (melyet bolygdmodell néven ismeriink) a pozitiv toltésii
atommag koril keringenek a negativ toltési elektronok. A modell egyik
azonnali hibaja az, hogy a klasszikus elektrodinamika torvényei szerint egy
korpalyan mozg6 (azaz gyorsuld mozgast végzd) toltésnek elektromagneses
sugarzast kellene kibocsatania. A bolygoémodell elektronja ezek értelmében
kisugarozna az energiajat, és hamar belezuhanna a magba. Kisérletileg azonban
ilyent nem észleliink, az atomok kiilsd hatas nélkiil nem sugaroznak, és stabilan
megmaradnak az alapéllapotukban. A modell mésik nagy problémaja az, hogy
nem volt képes megmagyardzni az atomon beliili diszkrét energiaszintek 1étét,
amit szdmos kordbban emlitett kisérlet igazolt. A  bolygémodell
tovabbfejlesztésére €s a fenti hidnyossagok kikiiszobdlésére Niels Bohr 1913-
ban egy ujabb atommodellt javasolt.

2.1.1 A Bohr-féle kvantumhipotézis

Bohr a bolygomodell hidnyossdgait ugy oldotta meg, hogy 1j,
extraposztulatumokat vezetett be.

1. posztulatum: Az atommag koril keringd elektron palyajanak sugara nem
lehet tetszdleges (ez intuitive abbol is kovetkezik, hogy a H-atomok mind
egyforma méretiick). A bolygok tetszOleges tavolsagra keringhetnek a Nap
koriil, az elektronok azonban nem lehetnek tetszéleges tavolsigra az
atommagtol.
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2. posztuldtum: A megengedett palyakon az atommag koriil keringd elektron
nem sugaroz. A poszulatum nem foglalkozik azzal, hogy miért.

3. posztulatum: Amikor az atom sugaroz, az elektron atugrik az egyik
megengedett palyar6l a masikra, a kibocsatott foton energidja pedig a
palyakhoz tartozo6 energidk kiilonbsége:

E,w=E,—E =hv (2.1

foton
4. posztulatum: Bohr kvantalasi feltétele: a megengedett palyakon keringd
elektronok impulzusnyomatékanak a modulusza, L, a kdvetkezd szabaly szerint
kvantalt:

L=nh=ni,vagy pr=nh, (2.2)
2r

ahol n egy nullatdl kiillonb6zd természetes szam, 4 a Planck-allando, p az
impulzus modulusza, r a palyasugar.

2.1.2 A Bohr-modell levezetése

A Bohr-modellben egy fontos, meg nem indokolt kvantalast vezettiink be,
amely az elektron impulzusnyomatékdra vonatkozott. Ez a kvantalasi feltétel
nemcsak az impulzusnyomatékot fogja kvantdlni, hanem az elektron
palyajanak a sugarat €s az energidnak az értékét is.

Az elektron kinetikus és potencidlis energidja felirhat6 ugy, mint

E, —lmvz,
2
q,9 e’ 1
E, =k =—k—; k= , (2.3)
r r 4rs,

ahol v az elektron sebességét, m az elektron tdmegét jeloli, & pedig a légiires

tér permittivitasa. Az elektron Gsszenergiaja:
2

E=E +E, = %mvz . (2.4)
r

A klasszikus mechanika alapjan a kérmozgéashoz sziikséges centripetalis erét a
Coulomb-er6 szolgaltatja:

2 2 2
ke—zzmv—:>lmv2 :ke—;
r r 2 2r
2
E=—k< (2.5)
2r

A kvantalasi feltételbol azonban
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2
mr=n—m=mv =n’—— (2.6)

2 mr?’
ugyanakkor (2.5) szerint:
ke n’ n’
2 2 2 2
Vi=—=n"——=7r = n-=an . 2.7
mr mr’ " mke’ 0 2.7)

A (2.7) képlet megadja tehat az elektron lehetséges sebességeit és a
megengedett palyasugarakat. A fenti képletben ay a Bohr-sugar, n pedig egy
nullatdl kiilonbdzd természetes szam:

2
a, = f > =0.053nm. (2.8)
mke
Azonnal megkaphatok a megengedett palydknak megfeleld energiaértékek is:
mk*e* 1 1
=————=-13.6—=¢l. 2.9

2.1.3 A Bohr-modell eredményei. A hidrogénatom spektruma

Az elébb kiszamitt energiaszinteket figyelembe véve, az ns (végsd) és n;
(kezdeti) kvantumszamokkal jellemzett energiaszintek kozotti kiilonbségek
szolgaltatjdk a kibocsathatd fotonok energiait, és ezaltal meghatarozzdk a
spektrumban fellelhetd frekvenciakat.

2 4
L —ﬂe{%—%] = —RH[LZ—%J, (2.10)
A 4mh’ \n,~ n,oom

ahol Ry = 1.097 10’ m™ a Rydberg-allandét jeloli. Ez a képlet jol visszaadja a
hidrogén megfigyelt spektrumvonalait. A kiilonb6zd n~ek szerint
csoportositva: n, = 1-re visszakapjuk a kisérletileg ismert Lyman-sorozatot
(UV tartomany), ny= 2-re a Balmer-sorozatot (lathato fény) és n,= 3-ra pedig a
Paschen-sorozatot (IR tartomany) (2.1 ébra).
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2.1.abra: A hidrogén spektrumvonalai

Szamos fontos eredménye mellett a Bohr-modellnek azonban sok 1ényeges elvi
hidnyossdga van. A Bohr-modell elég primitiven 6tvozi a kvantumos é&s
klasszikus gondolkodasmédot. Nem ad magyarazatot a bevezetett
impulzusnyomaték kvantalasi feltételére, és nem magyardzza meg, hogy a
Bohr-palydkon a kormozgast végz0 elektron miért nem sugaroz
elektromagneses hulldmot. A modell keretében nem vildgos az sem, hogyan
lehet a tobbelektronos atomok esetét tanulmanyozni ¢és a sugarzasi
spektrumukat leirni.

2.2 A Bohr-Sommerfeld-féle kvantalas

Sommerfeld altalanositotta Bohr kvantalési feltételét, és kiterjesztette arra az
esetre, amikor az elektron mozgésara nemcsak korpalydk, hanem ellipszis
alaki palyak is lehetségesek (klasszikus analdgia: tudjuk, hogy a
bolygdbmozgasra az ellipszispalydk is megoldasok). Ebben az esetben a
kvantalasi feltétel (feltételek):

$pdr=np, (2.11)
ahol p; az éltalanositott impluzus komponenseit, »; pedig a hozza tartozéd
altalanositott koordinatakat jeloli. Az n; természetes szamokat jeldl, az intregral
pedig egy zart palyara vonatkozik. Ellipszispalya esetén, kétdimenzidban ez a
kvantalasi feltétel a kovetkezd két feltétellel ekvivalens:

§prdr =n.h (2.12)

30



§pyd9=nyh (2.13)

A fenti két képletben r és & a sikbeli polarkoordinatakat jel6li. Azonnal
belathato, hogy ps nem mads, mint az elektron L impulzusnyomatéka (ami
allando), ¢és igy a (2.12) kvantalasi feltétel a Bohr-féle (2.2) kvantumfeltétellel
ekvivalens. A feladatban most két kvantumszam van, melyeknek az Gsszegét
fokvantumszamnak nevezziik:
n=n,+ng. (2.14)
Kimutathato, hogy ezen altalanositott kvantalas esetén az Gsszenergia hasonld
képlettel irhatdo fel, mint a Bohr-modellben, azonban ekkor a lehetséges
energiaszintek értékei az n fékvantumszam értékétdl fiiggnek, vagyis mind az
n, radidlis, mind az n g orbitalis kvantumszamnak a fiiggvényei:
2 4
g o-mze 1 (2.15)
" (4ne,n) 2n°
Kiils6 elektromos és magneses tér hianyaban a (2.12)—(2.13) Bohr—
Sommerfeld-féle  kvantdlds  hidrogénatom  esetén  ugyanazokat az
energiaszinteket szolgaltatja, mint a Bohr-modell. A Bohr—Sommerfeld-modell
elérelépést jelentett olyan szempontbdl, hogy kideriilt: adott energiadllapothoz
tobb  kiilonbozé kvantumszdmmal jellemzett allapot tartozik. Az ilyen
energiaszinteket elfajult szinteknek nevezziik. Ha a hidrogénatom elektronjara
a centralis Coulomb-erén kiviil mas kiilsé erd is hat (pl. magneses erd,
elektromos erd), akkor a Ilehetséges allapotok energidi nemcsak az n
kvantumszdm értékétdl fognak fiiggni, hanem az ny orbitdlis kvantumszam
értekétdl is. Ilyen esetben azt mondjuk, hogy az energiaszintek felhasadnak, és
az elfajulas részben feloldodik. Ezzel a modellel magyardazni lehetett az
akkoriban mar ismert Zeeman-hatdst, ami a kiilonb6z6 magneses
kvantumszdmmal jellemzett szintek felhasadasat jelenti kiils6 magneses tér
jelenlétében.

A Bohr—Sommerfeld-féle kvantalds elvégezhetd relativisztikus korrekciok
figyelembevételével is. A lehetséges energiaszintekre azt kapjuk, hogy az
elfajuldas megsziinik, és az n fOkvantumszdmmal jellemzett elfajult
energiaszintek az ny értékének fiiggvényében egymashoz kozel esd szintekre

hasadnak fel:
272
E, =E{1+“f (i—éJ+...J,ahol (2.16)
’ n \n, 4
1 & 1
a= ~— (2.17)

4ne, he 137
a finomszerkezeti allando.
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Ezaltal lehetové valt a Bohr-Sommerfeld-modell segitségével a preciz
spektroszkopiai modszerekkel felfedezett finomszerkezet magyarazata. (A
hidrogén finomszerkezetén azt értjiik, hogy a H spektruma egymashoz nagyon
kozel levo szinképvonalak sokasagabdl all.)

2.3 De Broglie kvantumhipotézise

Luis de Broglie francia fizikus 1924-ben a doktori értekezésében a fény
részecske-hullam kettds természetét altalanositotta. Azt vizsgalta, hogy milyen
kovetkezményekkel jarna, ha ezt az elvet Kkiterjesztenénk mas elemi
részecskékre is. Mi lenne, ha azt feltételeznénk, hogy nemcsak a fotonnak van
részecske- és hullamjellege, hanem az elektronnak ¢és minden mas ismert
részecskének is? A fényre levezetett Osszefiiggés altalanositdsdval egy
hullamhosszt lehet minden mozgd részecskéhez hozzarendelni. A fotonokra
felirhato, hogy

2
mc® = hv Vagyp=l\/m2c4 =£:h_‘/=£:>
c c c A

A==, (2.18)

ahol m a foton mozgasi tdmege és p a foton impulzusa. A hullamvektort
bevezetve, amelynek irdnya és irdnyitdsa megegyezik a részecske mozgéasanak
iranyéval és iranyitasaval:
i=L =27 (2.19)
h A

A fenti két Osszefliggés elvileg 4ltalanosithatdé barmely olyan részecskére,
amely p impulzussal rendelkezik. Ezaltal a természet minden részecskéjéhez
hozzarendelhetiink egy A hullamhosszi hulldmot. De Broglie hipotézise
nagyon merésznek tlinhet, azonban ezt igazolni lehetett, és kisérletileg sikertilt
diffrakciot és interferenciat létrehozni elektronsugarakkal. De Broglie ,,az
elektron hullamtermészetének felfedezéséért” 1929-ben Nobel-dijat kapott, €s
merész hipotézise meginditotta a kvantummechanika gyors fejlodését.

A de Broglie-hulldmhosszal azonnal magyarazhatova valt az eddig
meglehetdsen onkényesen bevezetett Bohr-féle kvantalasi feltétel: a magkoriili
palyakon az elektron ugy akar mozogni, hogy a palya mentén allohullamot
alakitson ki, vagyis egész szamu hullamhosszal fedje le a zart palyat (lasd a 2.2
abrat). Ezt a feltételt matematikai alakban felirva pontosan a Bohr-féle
kvantélasi feltételt kapjuk:

2ﬂr:nﬂ:n£:>pr:nh. (2.20)
p
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2.2. abra: Bohr kvantalasi feltétele a de Broglie-hullamhossz alapjan

2.4 A részecskékhez rendelt sikhullamok egyenlete

De Broglie hipotézise alapjan minden részecskéhez (pl. elektronhoz is)
rendelhetnénk egy hulldmot. Az egyszerliség kedvéért azt tételezték fel eldszor,
hogy a szabadon mozgd részecskékhez sikhulldmot rendeliink. Tételezziik fel,
hogy egy szabad részecske az x tengely iranyaban konstans sebességgel
mozog, ¢s rendeljiink hozzd az x tengely irdnyaban terjedd sikhullamot.
Einstein és de Broglie alapjan:
E=wh=vh ¢és p=h—vzﬁ, (2.21)
c A

ahol E a részecske mozgasi energiaja, p az impulzusa, A a részecskéhez rendelt
hullam hulldmhossza, va frekvencidja, o pedig a korfrekvencidja.
Egy sikhullam altalanos egyenlete:

w(x,t)=Acos(@t —x -2/ A+@,)=A-cos(axt —kx+@,) =

= A'[cos(ax — kx) + S sin(ex — kx)|
Mivel ez a hullamfiiggvény a szabadon mozgd részecskék iddbeli és térbeli
transzlaciés invariancidjat kell hogy tiikrézze, bebizonyithatd, hogy a w(x,¢)

(2.22)

hullamfliggvény komplex kell hogy legyen (nem lehet tisztan valos).

Bizonyitas: A hulldmfiiggvény alakjanak az invariancidja az x és ¢ koordinatak
kezdépontjanak megvalasztasara vonatkozdan (transzlacidés invariancia) azt
feltételezi, hogy a
cos(kx —at + &)+ Osin(kx —awt + ) =
= A(&)[cos(kx — wt) + S sin(kx — oot |
egyenldség igaz kell legyen minden ¢ értékre. Az egyenletbdl az kovetkezik,
hogy

(2.23)

P sin(e) + o cos(e) O —1g(e) (2.24)
- cos(&) + o'sin(e) 1+ dg(e)’ '
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ami szintén minden ¢ értékre igaz kell legyen. A fenti egyenletbdl azonnal
kapjuk, hogy:
oF =-1. (2.25)
A fentiek alapjan a részecskéhez tehdt egy komplex sikhulldmot kell
rendelniink:
W) = 4@ = g (2.26)
Ezzel a sikhulldammal kapcsolatban azonban tobb probléma is felmertil:
1) Az amplitidoja az egész térben ugyanaz, vagyis ez a hulldm nem lokalizalt.
Az elektron pedig lokalizalt objektum, legaldbbis bizonyos mértékben tudjuk
rola, hogy hol taldlhat6 a térben.
2) Ha kiszamitjuk ennek a hullamnak a terjedési sebességét (fazissebeségét), ez
sajnos nem fog megegyezni az elektron terjedési sebességével:
2
o —lr=0= x=L_E, M2 VL 27
k p my 2
Ezen elégtelenségek feloldasa végett de Broglie javaslata az volt, hogy az
elektront a sikhullam helyett egy hullamcsomaggal irjuk le. A hullamcsomagot
meg lehet szerkeszteni tobb sikhullam szuperpozicidjaként (Osszegeként),
amelyeknek a hullamvektorai egy adott [ky—4k, ky+Ak] intervallumban vannak.
Ezeket a sikhullamokat kiilonb6zd c(k) sulyfaktorral vesszilk be az 1j
hullamfiiggvénybe:

ko +Ak ko +Ak
P (x,t) = j c(k)W, (x,t)dk = A j c(k)e“™dk  (2.28)
ko—Ak ko —Ak

Bevezetiink k helyett egy & valtozot, és feltélezziik hogy @ csak nagyon kis
mértékben fiigg k értékétol:

E=k—k,, &c[-Ak,Ak], d& = dk (2.29)
do 1 d*w
k) =wlk)+— (k—k)+— k—k) +...
(k) = w(k,) dk ko( o) 2 di k( 0)
2 ' (2.30)
dw 1d°w|
ky=w(k)+— &+— +
(k) = w(k,) o kof e koéf

Tételezziik fel ugyanakkor, hogy minden sikhulldm egyforma valosziniiséggel
van jelen a hulldimcsomagban:
1
clk)=clky)=—— 2.31
(k) = c(ky) AR (2.31)
Az (k) kifejtésében elhanyagolva a & -es és magasabb rendii tagokat, azonnal
adodnak a kovetkezd egyenletek:
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Mk de
o + I(E t-x)¢§
W(x,0) = Ae(ky)e' ™0 [ e Mo ag (2.32)
—Ak
+Ak [(@ t—-x)& +Ak
Ie %l dfzj cos{d—a) t—x]éﬂ'sin(d—w t—x]é =
e ke d |, dk |,
Ak
=-2sin d_a) t—x|& ! =
dk |, do
0 0o —| t—x
o (2.33)

= 2 sin da)| t—x |Ak
do dk |,
— =X 0

dk |,
Bevezetve a
=1 990 ak (2.34)
dk |,
Uj valtozot, a keresett végeredmény:
P(x,t) = AZDZ gi@ihd) (2.35)
z
(sin x)/x

-Quﬁ\\:y ’ \7/\1\0/‘15 -

2.3. abra: A sin(x)/x fiiggveny

A (2.35) hullamfiiggvény kikiiszoboli a sikhulldmnél jelentkezd mindkét
probémat.
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Eloszor: térben lokalizalt. Ez a lokalizacio fiigg attol, hogy mekkora Ak
intervallumbol indultunk ki. Minél sziikebb a Ak intervallum, térben annal
sz¢élesebb hulldmcsomagot kapunk. Ennek a hatiresetét, amikor egyetlen &
értekbol indultunk ki mar lattuk — ez volt a sikhullam, amely a valds térben
lokalizalatlan. A masik hatareset az lenne amikor a hulldm megszerkesztésekor
végtelen sok k értéket vennénk — ebben az esetben a hullamfiiggvény a valos
térben pontosan lokalizalt (Dirac-delta funkciondl alakq, 14sd a II. Fliggeléket),
azonban nem tudunk hozzd semmilyen k értéket rendelni, ugyanis ebben az
esetben a k-térben nincs lokalizélva a hulldmfiiggvény. Véges Ak intervallum
esetén érdekes Osszefiiggés van a k-térbeli lokalizacido és a valds térbeli
lokalizaci6o kozott. Ez eldrevetiti a kvantummechanika egyik legfontosabb
Osszefliggését, a Heisenberg-féle hatarozatlansdgi relaciot, amelynek
értelmében minél pontosabban ismerjiik a részecske impulzusat (k értékét),
annal kevésbé tudjuk a részecskét térben lokalizalni.

Masodszor: az igy kapott hulliamcsomagunk a tér x irdnydban tovaterjed. A
maximum helyének a tovaterjedési sebességét a csoportsebesség adja meg.
Azonnal bebizonyithatd, hogy ez megegyezik a vizsgdlt részecske
sebességével. A hullamcsomag maximumat z = 0 értékre veszi fel. A z = 0
feltételbdl a (2.34) egyenlet megadja a csoportsebbséget:

x:d—a) t=vit=v =d_a) (2.36)
dk|,, & ¢ dk|,
mv’
2 232
woE__2 _p kW _n o, (2.37)
h h 2mh  2mh  2m
dw h h p
=—1 =—k,=—"L=vy,. 2.38
€ odkl, m " mh ° (239
Vagyis:
Vv, = V. (2.39)

A hulldmcsomag sebessége tehat a ky hullamszamu sikhullamnak megfeleld
szabad részecske vy sebessége — ahogy annak lennie is kell.

2.5 Davisson és Germer kisérlete

Amikor elektronokat Utkodztetiink tiszta fémfelilettel, a  visszavert
elektronnyalab intenzitdsdban tobbféle periodicitas észlelhetd. 1926-ban
Clinton Joseph Davisson meghallgatta de Broglie eldadasat, és rdjott arra, hogy
az a periodicitas, amit 0k korabban megfigyeltek, az tulajdonképpen elektronok
diffrakcioja kristalyracson. A kisérletekben az elektronok pontosan akkora
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hulldmhosszi hullamként viselkedtek, amekkora a de Broglie-képletbdl
varhat6 volt (2.4 és 2.5 abra).

A visszavert nyalab intenzitdsaban kétféle periodicitds észlelhetd, egyik a
visszaverddési szog fiiggvényében, masik a feliilletre esé elektronnyaldb
energidjanak a fliggvényében. A diffrakcidos maximumok feltétele:

2dsinf@ =nAi :nﬁ, (2.40)
P
ahol d a kristalyracs racsallandoja, A pedig az elektron feltételezett
hulldamhossza, amit a de Broglie-6sszefiiggés ad meg.

A Davisson—Germer-kisérlet mind a kristalyracsok 1étét (ami akkoriban szintén
még csak feltételezés volt), mind az elektron hullamtermészetét igazolta.
Késobb sikeriilt Young-féle interferencia-kisérletet is elvégezni elektronokon
(Tonomura 1989), ahol az optikabdl jol ismert interferenciaképet kaptak.
Akarcsak a Davisson—Germer-kisérlet, ez a kisérlet is az elektronhoz rendelt,
ugynevezett ,,anyaghullamok™ 1étét igazolta.

Elektron-
+54 V agyu

I

Ni kristaly

2.4. abra: Davisson—Germer-kisérlet :
kristalyracsra esé elektronok diffrakcidja soran kiilonbozo szégekre kapunk
maximumot a visszavert elektronsugarban
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Intenzitas

| | |
0 5§ 10 15 20 25 30 35
(Gyorsitéfesziiltség)™”

2.5. abra: Davisson—Germer-kisérlet : valtoztatva az elektronok
gyorsitofesziiltsegeét, rogzitett szorodasi szogre bizonyos gyorsito-
fesziiltsegeknél (hullamhosszaknal) kapunk maximumot a kristalyracson
szorodott elektronnyalab intenzitasara. Ennek az oka az, hogy a kiilonbozo
energidju elektronnyalabokhoz kiilonbozé hullamhosszat kell rendelni

2.6 Javasolt feladatok

2.1 a) A Bohr-modell segitségével szdmitsuk ki a Lyman-, Balmer- és Paschen-
sorozatok elsé négy vonalat (6sszesen tizenkét hullamhosszat). Milyen szintiek
a Balmer-sorozat vonalai (koriilbeliil)? b) Mit kell megvaltoztatni a hasznalt
képletben, ha a He+ ion szinképvonalait akarjuk kiszamitani? Az el6bb kapott
vonalaknak megfeleld vonalak koziil van-e olyan, amely ebben az esetben is a
lathato tartomanyba esik? A lathaté tartomanyt vegyiink 400-t61 700 nm-ig az
egyszerliség kedvéért.

2.2 Mekkora lesz egy egyenlé de Broglie hullamhosszi proton és elektron
mozgasi energidjanak az aranya?

2.3 Hasonlitsuk 0ssze a kovetkezo testek de Broglie hullamhosszat:
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a. Egy személygépkocsi, amely 70 km/h sebességgel halad és 1500 kg tomeg(;
b. Egy 10 g tomegli puskagoly6, amely 900 m/s sebességgel 16vodik ki;

c. A levegd nitrogén molekulai szobahdmérsékleten (m =4.6-10"°kg , <v> =

500 m/s);
d. 500 m/s sebességgel mozgo elektron.

24 A ,Mathematica” programmal [vagy ha nincs ,,Mathematica”-hoz
hozzaférésiink, akkor ,,Matlab”, ,,Maple”, vagy ha az sincs, akkor C-ben] irjuk
meg a kovetkezd rovid programot: adjunk 0ssze tobb cos(kx) fliggvényt, ahol a
k = i/100 és az i egész szam értékeit a [-N ,N] halmazbdl vessziik. Az
eredményt normaljuk, majd adbrazoljuk a [-2m,2w] tartomanyon. Rajzoljuk ki a
figgvényt N = 1,10,40,100 és N = 200 értékekre. Mi torténik a térbeli
hulldmfiiggvénnyel, amikor egyre tobb hullimvektort vesziink be az 6sszegbe?
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3. FEJEZET
A hullamfiiggvény és a Schrodinger-egyenlet

Posztulatumok segitségével precizen megalapozzuk a kvantummechanikat.
Részletesen targyaljuk a mozgd részecskéket jellemzd hullamfiiggvényt, ennek
fizikai értelmezést adunk, bevezetjiik az impulzustérbeli hullamfiiggvényt, és

crer

hires Schrodinger-egyenlet.

3.1 A hullamfiiggvény fizikai értelmezése és normalasa

A hullamfiiggvényrdl eddig a kovetkezdket deritettiik ki: (i) ezt a fliggvényt
minden mozgd elemi részecskéhez hozzarendelhetjiikk; (ii)) a szimmetria-
tulajdonsagok miatt ez a fliggvény egy valds valtozds komplex fiiggvény kell
hogy legyen; (iii) egy szabad részecskéhez nem egyetlen sikhulldmot, hanem
tobb sikhulldam 0Osszegeként megadott hullimcsomagot kell hozzarendelni
annak érdekében, hogy a hullamfliggvény térben lokalizalt legyen, és a
hullamcsomag a részecske sebességének megfeleld sebességgel haladjon.

1. posztuldtum
Fizikai értelmet a hullaimfiiggvény modulusnégyzetének (YV¥)

tulajdonitunk. Ez megadja az adott pontban és adott idépillanatban a
részecske megtalalhatosagi  valdsziniiség-siirtiségét. Matematikailag
felirva:

Y(F OV (F,t)di = P(F,7 +dr,t), (3.1

ahol dr = dxdydz .
A fenti (3.1) képlet alapjan annak a valdszinlisége (P(7,7 +dr,t)), hogy a
részecske a ¢ idopillanatban az 7és r+dr koordinatak kozott legyen:
W(7,0)¥" (7,t)dr . Ahhoz, hogy ennek a hullamfiiggvénynek elfogadhato
valoszinliségi értelmezése legyen, a hulldmfiiggvény normadlt kell hogy legyen.
A hullamfiiggvény normaldsan azt értjilk, hogy a hullamfliggvényt ugy kell
megszerkeszteni, hogy a részecskének a szdmara megengedett térben valo
megtalalhatésaga a biztos esemény legyen. Ezért annak a valdszintisége, hogy
a részecske valahol van a szdmara megengedett térben, 1 kell hogy legyen. Ha
a részecske az egész térben mozoghat, ez matematikailag azt jelenti, hogy:

P(x €[-0,0],y € [-00,0],z € [-00,0],t) =1 (3.2)
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[ [ [w@. 0w 7 0ddydz = [W(F 09 F0dF =1, (3.3)
~o0—a0—0 {7}
A fenti egyenldségnek tejesiilnie kell minden ¢ iddpillanatra. Ha a
hullamfiiggvény nem normalt, akkor a (3.1) kijelentés nem egyenldség,
hanemcsak aranyossag lesz, vagyis:
Y(F O (F,0)dr ~ P(F,F +dF.t).
Ezen posztulatum kijelentése utan talan azt is jobban megérthetjiik, hogy sok
esetben miért nem szerencsés egy szabad részecskéhez sikhulldmot rendelni.
Sikhullam esetén azonnal kdvetkezik, hogy:
Y7, 1) = 4 S PFEHOY (F )= A (3.4)
Lathato tehat, hogy a tiszta sikhullam egy konstans megtalalhatosagi
valoszinliséget (pontosabban: valdsziniiség-siiriséget) ad a tér minden pontjara.
A részecske ezek alapjan teljesen ,lokalizdlhatatlan” lenne. A masik nagy
probléma ezzel a fiiggvénnyel az, hogy klasszikusan felirt (3.3) tipust
normalasi egyenlettel nem normalhatd olyan esetben, ha a mozgas a térnek
végtelen nagysagu tartomanyara is kiterjed. Késobb majd meglatjuk, hogy
ilyen esetben egy altalanositott, komplikaltabb normalast végezhetiink el. A
hullamcsomag esetét megvizsgalva:
W(x.1) = 24 sin((vt — x)Ak) /@)

vVt —Xx

W)W (1) = 4A2(Si“((” - X)Ak)j . 3.5)
vt—Xx

15

08 -

06 -

04 -

0.2 -

8 ~N\ . O\
0 2 4 6 8 10
3.1. dbra: A (sin(4(x—5))/(x=5))’/16 fiiggvény. Ez példiul egy
hullamcsomaghoz rendelt hullamfiiggvény modulusnégyzete (szabad részecske
megtalalhatosagi valoszintiség-siiriisége) lehet. Van egy pont, ahol a részecske
a legnagyobb valosziniiséggel van jelen, és ez a pont a részecske v
sebességével (csoportsebességgel) mozog
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Az igy kapott hulldmfiiggvény a (3.3) szerint normalhat6 lesz az egész térre,

ugyanis:
T(M) dx=r. (3.6)
A

2. posztuldtum
A hullamfiiggvény ismerete teljesen jellemzi a részecske (vagy esetenként a

tobb részecskébdl allo rendszer) allapotat.

Ennek a posztulattumnak az értelmében nincs sziikségiink a hullamfiiggénynél
tobb ismeretre ahhoz, hogy a részecske allapotat leirjuk, ugyanakkor nem is
mondhatunk el tobbet a részecskérdl. Tehat ha megadtuk a hullamfiiggvényt,
akkor ez a rendszerrdl beszerezhetd Osszes informacidt tartalmazza. Ennek
analdgiaja a klasszikus mechanikaban az, amikor egy részecskének ismerjiik a
koordinatajat és a sebességét adott idopillanatban.

3.2 A hullamfiiggvény sok részecskébél allo rendszerek esetére

Ha tobb részecskébol alld rendszert akarunk leirni a hulldmfiiggvénnyel, akkor
bevezethetiink egy olyan komplex hullamfiiggvényt, amelyet N részecske
esetén a 3N+1 dimenzios térben értelmeziink:
W (7, By Tys) 13N DV (3.7)

Ennek a sokrészecske hullamfiiggvénynek hasonlo fizikai értelmezést adunk,
mint az egyrészecske hullimfiiggvénynek. Ugy tekintjiik, hogy maganak a
hulldmfiiggvénynek nincs fizikai értelme, hanem a modulusnégyzetének van.
Ez a modulusnégyzet egy adott ¢ idopillanatban megadja annak a valoszintiség-
sturiiségét, hogy a rendszert alkotd részecskék az illetd koordinata-
intervallumokban taldlhatok (vagyis annak a valdszinlisége, hogy az 1-es
részecske koordinataja az r; és ri+dr; kozott legyen, a 2-es részecske
koordinataja az r, és ro+dr, kozott legyen, és igy tovabb...). Matematikailag
felirva:

W (B Fyyeas Py )V (B By gy Fy AT AT ATy, =

= P(7, 1, + dr; 1y, 1y + dlys..;Fy, Py + dFy 1)
A tobbrészecske-hullamfliggvényt az egyrészecske-hullamfiiggvénnyel analog
modon normaljuk:

[ [ [T s s OF G P By DR, .. dFy =1, (3.8)
(ARt v}

42



3.3 A koordinatatérbeli és impulzustérbeli hullamfiiggvény

A 2. posztulatum arra is utal, hogy az eddig hasznalt hullamfiiggvényiink
segitségével lehetséges valamit mondani nemcsak a részecske helyzetérdl,
hanem az impulzusérdl is.

Torvény

Ha ismerjik a Y(rt) hullamfiiggvényt, akkor kiszamithatunk egy masik
hullamfiiggvényt, @(p,t)-t, amelyet impulzustérbeli hullamfiiggvénynek
neveziink. Ennek az impulzustérbeli hullamfiiggvénynek a modulusnégyzete
megadja minden iddpillanatban annak a valdszinliség-stiriségét, hogy az
impulzus egy adott impulzus-intervallumban legyen (teljesen hasonldéan ahhoz,
ahogyan a koordinatatérbeli hullamfiiggvény ¥(r,¢) modulusnégyzete megadta
azt a valoszinliség-slirliséget, amivel a koordinata egy adott koordinata-
intervallumban volt). Matematikailag felirva:

O(p,O@"(p,t)dp = P(p, p +dp,t). (3.9)
A koordinatatérbeli hullamfliggvényhez hasonléan az impulzustérbeli
hullamfiiggvény is normalt kell legyen. Az impulzustérbeli hullimfliggvényre
a klasszikus normalas:

[ | [op.0®" (B.0)Mp.dp,dp. = [©(p,0)®" (p,0)dp =1.(3.10)
~o0—e0—o0 1h}
A Y(r,t) hullamfiiggvény tartalmazza az Osszes informéciot a részecskérdl,
tehat a ¥(r,1)-bol ki kell lehessen szamitani a @(p,#)-t is. Ez valdban igy is van,
a két hullamfiiggvény kozti dsszefiiggést egy Fourier-transzformécio adja meg.
Ez a kijelentés bizonyithatd, a bizonyitast azonban egy késébbi fejezetben
adjuk majd meg.

O(p,f) = — - [ e " dr =
(27h): =
1 : j J- J‘\P )z PPy 4P:7)
(27h)2 oo
Az impulzustérbeli hullamfliggvénybdl a koordinatatérbeli hullamfiiggvényt az
inverz Fourier-transzformacioval kapjuk meg:

W= [0 dp . (3.12)

(27h): &

(3.11)

dxdydz
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A Fourier-transzformacié megtartja a fiiggvény normaltsagat. Ez azt jelenti,
hogyha a koordinatatérbeli hullamfiiggvénylink normalt volt, akkor az
impulzustérbeli hullamfiiggvény is automatikusan normalt lesz:
j\}f(?,t)\y*(?,t)dlez j@(ﬁ,r)@*(ﬁ,r)dﬁ:l. (3.13)
{7} (P}
Mivel sokat fogunk foglalkozni egydimenzids feladatokkal, megjegyezziik itt,
hogy egydimenzioban a Fourier-transzformaciét a kovetkezoképpen adhatjuk
meg:

F(x) > G(k) = ﬁ TF(x)e—”“dx. (3.14)

3.4 Megtalalhatésagi valdsziniiségek kiszamitasa a
hullamfiiggvénnyel

Ha adott a Y(r,#) hullamfiiggvényiink egy részecskére, akkor ennek
segitségével kiszamithatjuk, hogy mi a valdszinlisége annak, hogy adott
idopillanatban a részecske x koordinatdja x; és x,, y koordinataja y; és y», és z
koordinataja z; és z, kozott legyen. Ez a valoszinliség abban az esetben ha
Y(r,t) normalt:

XX,

X Y2 2z
Pl 3.y, |= [dx[dy[dz%F, 009" (7.0). (3.15q)
Zy..2Z, oA
Ha ¥(r,¢) nem normalt:
X Yy Z
XX, j dx j dy j d2¥ (7, 0¥ (1)

Ply..y, =2—24—2 - . (3.15b)
e [RIGH AN

{7}

Z,..Z,

Megjegyezziik itt, hogy ha a hullamfiiggvény nem normalt, és

j YOV (7, 0)dF =c, (3.16)

{7}
ahol ¢ véges érték, akkor a hullamfliggvény azonnal normalhatd, és a normalt
hullamfiiggvény:

1 -
\/Z‘I’(r,t). (3.17)
Az impulzustérbeli hullamfiiggvénnyel is hasonléan lehet megtalalhatosagi
valoszinliségeket kiszamitani, csak ebben az esetben azt kérdezziik, hogy mi a
valoszinlisége annak, hogy a részecske p, impulzuskomponense py; €s px2, py
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impulzuskomponense p,; és p,», illetve p. impulzuskomponense p.; és p.»
kozott legyen:

PuPu | be p ops
Pl p,..p,, |= [dp, [dp, [dp.@(p,0® (5,1).  (3.18)
p...p Py Dy, P

3.5 A Schrodinger-egyenlet szabad részecskére

A Schrodinger-egyenlet a kvantummechanikai részecskék mozgéasegyenlete,
megadja a hullamfliggvény idébeli evolucidjat (valtozasat).

3. posztulatum
Ha ismerjiik a hullaimfiiggvényt egy adott idépillanatban, akkor létezik

egy egyenlet, amellyel kiszamithat6 a hullamfiiggvény teszéleges, késobbi
idopillanatban. Ez az egyenlet a Schrodinger-egyenlet.

Ez a posztulatum azt fejezi ki, hogy a kvantummechanika determinisztikus
elmélet, vagyis, hogyha adott a rendszer allapota egy iddpillanatban, ez
meghatarozza a rendszer dallapotdit barmely késobbi iddpillanatban. A
klasszikus mechanikaval analég modon: — ha a klasszikus mechanikaban
tudtuk szamitani az 0 pozicidt és sebességet, — a kvantummechanikaban,
ismerve a hullamfiiggvényt, a Schrodinger-egyenlettel kiszamithatjuk az 0j
hullamfiiggvényt barmely késdbbi id6pillanatban.

A Schrodinger-egyenlet alakjanak a megindoklasdhoz, sziikséges azonban
el6szor egy jabb posztulatumot kijelententink:

4. posztuldtum
A szuperpozicio elve: ha ¥;, ¥, ..., Yy hullamfiiggvények valds fizikai

allapotot irnak le, akkor ¥; + ¥, + ... + Wy is egy lehetséges fizikai
allapotot ir le.

Ezt a posztulatumot hallgatdlagosan mar alkalmaztuk, amikor megalkottuk a
hullamcsomagot.

A Schrodinger-egyenletet altaldban posztuldtumként vezetjik be. A

posztuldtumokat nem bizonyitjuk, itt azonban megindokoljuk a Schrodinger-
egyenlet alakjat, eldrevetitjiilk azonban, hogy ez nem lesz preciz bizonyitas.
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Amint mar emlitettiik, a Schrodinger-egyenletnek hasonl6 szerepe van, mint a

dinamika 2. térvényének:

Wy (]—; t) Schrodinger egyenlet
o\ »

> W(7,1) Schrodinger-egyenlet

- 2
pdp_ 47
dt g’

Ty Vo > 7 (1), V(t) dinamika 2. térvénye

Tulajdonsagok, amelyeket elvarunk a Schrédinger-egyenlettdl:

1. A Schrodinger-egyenlet linearis és homogen kell hogy legyen ¥(r,t)-ben,
vagyis Y(rt)-t els6 fokon kell hogy tartalmazza (linearis), és Y(r,¢) minden
tagban ugyanazon a fokon kell hogy szerepeljen (homogén).

Amint a 4. posztuldtum kijelenti, a kvantummechanika hullamfiiggvényeire
igaz a szuperpozicio elve:

¥Y,¥Y,—q¥ +c,Y,.
Ahhoz, hogy ez teljesiiljon, azonnal kdvetkezik, hogy a Schrodinger-egyenlet
linearis és homogén kell hogy legyen.

2. A Schrodinger-egyenlet idében maximum elsérendii differencialegyenlet
lehet, mert csak egy kezdeti ismert mennyiségiink van, mégpedig a
hullamfiiggvény a kezdeti iddpillanatban, ami teljesen jellemzi a
kvantummechanikai rendszer allapotat.

3. A koreszpondencia elve: a kvantummechanika egyenleteinek formailag
hasonloknak kell lennilik a klasszikus mechanika egyenleteihez, és a
kvantummechanika hatareseteként (nagy impulzusok hataresete) vissza kell
kapjuk a klasszikus mechanika egyenleteit.

A Schrddinger-egyenlet megindokldsa (megszerkesztése):
Szabad részecskére felirhatjuk, hogy a hullamfiiggvényt sikhullamok
szuperpozicidja adja. A hullamvektor helyett az impulzust haszndlva:

5eap S(pi—En)
W(7.t)=c [F(pe dp . (3.19)
=P
Ezzel a hullamfiliggvénnyel a kdvetkezd azonnali miiveleteket végezhetjiik:
- P L FED
M —c J' F@)(ﬂje dp ; (3.20)
ot 585 h
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OV(F,t) 0¥ -o¥ oV (7.1)

L= —+ j——+k—=V Y )=
or ox oy oz
eap . Lpemn (3.21)
(1
=c | F(p)(ﬁje dp;
o 7
pP—Ap
2 2 2
V.V ¥(F,t)= 0 ‘f’ 9 \f 0 E’ = AYP(7,1)=
ox~ oy Oz
D —]32 ;-(pr—Et) (3:22)
=c | F(ia)[ : je dp
o h
AP
A klasszikus mechanikaban egy szabadon mozg6 részecskére ismert, hogy:
2
E-P (3.23)
2m

A fenti egyenldséget €s a (3.20) — (3.22) egyenleteket alkalmazva

- 2 P Ly D

ot m 55
(3.24)
amibdl kovetkezik, hogy:
= 2
ihM = —h—A;{f(f, £). (3.25)
ot 2m

A (3.25) olyan egyenlet, amely teljesiti mindharom kiszabott feltételt, ezért ezt
az egyenlet elfogadjuk Ggy, mint a szabad részecske evolucios egyenletét: ez a
szabad részecskére felirt Schrodinger-egyenlet.

Ebben az egyenletben a klasszikus mechanikdval valo analdgia szerint az els6
tag az energidhoz kotddik, mig a masodik tag az impulzushoz.

2 52
E = p e helyett a kvantummechanikaban N E\P — V4 VY ,
2m 2m

ami a Schrédinger-egyenlet operatorokkal felirva.

Lathat6, hogy ott, ahol a klasszikus fizikdban mennyiségeink vannak,
formailag a kvantummechanikdban operdtorokat hasznalunk. Az operator
hasonlit egy fliggvényhez, a kiilonbség az, hogy mig a fliggvények egy
szamhalmaz elemeit képezik le egy masik szdmhalmazba, addig az operatorok
egy fiiggvénytér elemeit viszik at egy masik fliggvénytérbe (fiiggvényeket
transzformalnak at):

fliggvény: szdm —— ujabb szdm
operator: fliggvény ——> ujabb fliggvény
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Operator példaul a derivalas, a hatarozatlan integralds vagy egy fliggvénnyel
val6 beszorzds. A mi esctinkben az E és a p operatorok 1d6-, illetve
térkoordinata szerinti derivalasokat jelentettek. A fentiek értelmében az attérés
a klasszikus mechanikarol a kvantummechanikara formailag ugy torténik, hogy
a fizikai mennyiségekhez operatorokat rendeliink. A klaszikus mechanika
egyenletei igazak lesznek, ha ezekben a fizikai mennyiségek helyett a nekik
megfeleld operatoroknak a hullamfiiggvényre vald hatasat helyettesitjiik be. Az
operatorokat , kalappal” fogjuk jeldlni:

A— A
B—> B
A Schrodinger-egyenlet felirasanal szerepld operatorok:

B-inl.

ot
~ .. 0 .
p=-1h—=—ihV_; ; (3.26)
or
p* = —ihi —ihi =—ihV,(=ihV,)=-h’A..
or or

3.6 Schrédinger-egyenlet kdlcsénhato részecskékre

Lassuk most, hogyan alakul a Schrodinger-egyenlet egy erdtérben mozgd
részecske esetében. Szabad részecske esetén mar ismeriink egy eljarast, ahogy
a klasszikus mechanika egyenleteibdl megkapjuk a  megfeleld
kvantummechanikai egyenleteket. Ezt az eljarast fogjuk a tovabbiakban is
alkalmazni.

Az elméleti mechanikabol ismerjiik, hogy konzervativ terekben a Hamilton-
fliggvény segitségével felirhatd az energia. Kiilsé potencial jelenlétében tudjuk,
hogy a Hamilton-fliggvény:
2
E=H=T+V=L_1vF,0. (3.27)

2m
Lattuk, hogy szabad részecskére a Schrodinger-egyenlet az £ = H = p2/2m
klasszikus egyenletet tiikrozi. Kiilsd konzervativ térrel kdlcsonhato részecskék
esetén a Schrodinger-egyenlet szintén az E=H egyenletet fogja tiikrozni, de a H
Hamilton-fiiggvény alakja most a (3.27) lesz.

Ennek az egyenletnek szeretnénk megkeresni a kvantummechanikai

megfeleldjét. Tudjuk mar, hogy minden taghoz a hullamfliggvényre hatd
operatorokat kell rendelni, az ujdonsag az lesz, hogy a V potencialhoz milyen
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operatort rendeliink. Kisegité posztulatumként elfogadhatjuk, hogy a
koordinata és 1d6 barmely fliggvényéhez egy egyszerli szorzd operdtort
rendeliink. Ezek alapjan a V" potencidlhoz rendelt operator is egyszerti V-vel
szorzo operator lesz:

VoV =VFHx. (3.28)
A klasszikus mechanika egyenletével analog modon felirhatjuk tehat a

kvantummechanikai rendszerre jellemz6é Schrodinger-egyenletet:
~2
EY =L 9.y F 0w
2m

A~ .. 0
E=1h—; 3.29
o (3.29)
N #?
H=——A_+V(7,1),
2m

ami a fenti operator-alakok behelyettesitése utan a Schrodinger-egyenletet
eredményezi:

., 0 n’ _

ih—¥Y=——AY+V(F Y. (3.30)

ot 2m
Ez a Schrodinger-egyenlet egy részecskére tetszoleges V(r,¢) kiilsé térben. A
(3.30) egyenlet egy lineéris és homogén parcialis differencidlegyenlet, amely ¢
¢s r szerinti derivaltakat tartalmaz. Ezt az egyenletet Gigy tekinthetjiik, mint egy
evolucids egyenletet, mert megadja azt, hogy idében hogyan valtozik (evolual)
a hullamfiiggvény. Elérevetitjiik azonban, hogy az
inSw - fw (3.31)

ot
Schrodinger-egyenlet tobb, mint egyszerli evoluciés egyenlet. A (3.30)
nemcsak a ¥ hullamfiiggvény iddbeli valtozasat fogja megadni, hanem azt is,
hogy melyek a lehetséges stacionarius allapotok. Stacionarius allapotoknak
azon allapotokat nevezziik, amleyekben a hulldmfiiggvény modulusnégyzete
idében 4alland6, ¢és ezaltal a megtaldlhatdosdgi valoszinliség-siirliség
staciondrius.

Ha csak egydimenzioban dolgozunk, akkor a Schrédinger-egyenlet
egydimenzids parcidlis differencidlegyenlet, amely egyszerii potencidlok esetén
sokszor analitikusan megoldhatd, és megkaphatok a stacionarius allapotok.
Kétdimenzios problémdk esetén mar nagyon bonyolult megkeresni a (3.30)
Schrédinger-egyenlet stacionarius allapotait, €s a valés haromdimenzids térben
csak nagyon kevés esetben lehet analitikus megoldasokat taldlni.
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A Schrdodinger-egyenletet részben posztulatumként vezettiik be. Hogy tisztabb
legyen, mit is posztulaltunk, most kijelentjiik ezt posztulatum forméjaban:

5. posztulatum
Posztulatumként azt fogadhatjuk el, hogy a kvantummechanika keretében

a klasszikus fizika mennyiségeinek operatorok felenek meg, melyek a
hullamfiiggvényre hatnak. A klasszikus fizika egyenletei igazak maradnak
a kvantummechanika Kkeretében a hullamfiiggvényre hat6 megfelelo
operatorokra. A fizikai mennyiségekhez a kovetkez6 modon rendeliink
operatorokat:

X—>X=xXx

A 9/\: X
E—)E=ih£;p—>f>=—ihi=—ihvf;y 3) i’ ;
ot or z—>z=2zX
Fo>F=Fx

F(7,p) = F = F(¥,—in i) .
or

A fenti egyenletben F tetszOleges fizikai mennyiség, ami a tér- és impulzus-
koordinatak fiiggvénye.

3.7 Elektromagneses térben mozg6 elektromosan toltott részecskére
felirt Schrodinger-egyenlet

Az elektrodinamika keretében megtanultuk, hogy elektromagneses térben az A
vektorpotencidl és a 9 skalarpotencial segitségével tudjuk felirni a rendszer
Hamilton-fliggvényét. Egy m tomegli és e elektromos toltéssel rendelkezd
részecskének az elektromagneses térben valé mozgasara:

E=H :i[ﬁ—ez(?,z)]2 +ed(F,1). (3.32)
2m

A fizikai mennyiségekhez a mar ismertetett modon operatorokat rendelve (lasd
az 5. posztulatumot):

A0 ..

E=ih—; p= —1hi: —ihV .,

ot or
A7, 1) = A(F,0)x; H(F,1) = 9(F,1)x

megkapjuk a kvantummechanikai rendszert vezérld Schrdodinger-egyenletet
elektromagneses térben mozg6 részecske esetére is:

ihg‘l’ =L[—ihV; —eA(F,O’Y + e HF, )Y . (3.33)
ot 2m
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3.8 A Schrédinger-egyenlet sokrészecske-rendszerek esetén

Az  egyrészecske hullamfiiggvény helyett most a  tobbrészecske
hullamfiiggvényt hasznaljuk, és a fizikai mennyiségekhez az ismert modon
1jbol a hullamfiiggvényre hatd operatorokat rendeliink.

Y(1,t) — Y(1,,5,,..., Iy, t)
A kiils6 térrel kdlesonhato sokrészecske-rendszer Hamilton-fiiggvénye:

2
E=H=z§—i+V(fl,f2,...,fN) . (3.34)

i

Ennek a klasszikus egyeletnek az operatorok ismert hozzarendelése soran
kapott kvantummechanikai megfeleldje:

2

) T, AL L .. ..

1h—§t ‘P(rl,rz,...,rN,t)=——h2 E —Y(,5,,... I, )+ V(1,5,.... 1) Y(5,1,,... I, 1)
—m,

(3.35)
Ez az egyenlet a sokrészecske-rendszer Schrodinger-egyenlete.

3.9 Az idotal fiiggetlen Schrodinger-egyenlet

A fizikdban szamtalan olyan problémaval taldlkozunk, amikor a V potencialis
energia nem fligg az 1d6tol:

V(i t)y=V(r); ar =0, (3.36)
dt
., 0 h? -
W= AWV ()Y, (3.37)
ot 2m

Ilyen esetben léteznek stacionarius allapotok, amelyekben a hullamfliggvény
modulusnégyzete 1d6tdl fliggetlen. A Schrédinger-egyenletbdl
meghatdrozhatok mind a staciondrius allapotok hullamfiiggvényei, mind a
stacionarius allapotok energidi. Ezekben a stacionarius 4llapotokban a
Schrodinger-egyenlet megoldasat (a hullamfliggvényeket) a:

Y(7,t) = D(r)Q(¢) (3.38)
alakban keressiik. Ez a megoldas akkor jogos, ha ilyen formaban valoban
talalunk elfogadhatd stacionarius megoldasokat. Behelyetesitve a (3.37)
Schrédinger-egyenletbe:

o) _ _KQ(t)AF(D(F) +V (APt . (3.39)
ot 2m

Végigosztva O(7)Q(¢) vel:

ih®(7)
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2
L&D _ 17 1\ @)+ V() = E = konst . (3.40)
Q) ot 2m O(7)
Azonnal belathato, hogy a fenti egyenlet két egyenlettel ekvivalens, ugyanis az
elsé tag csak #t6l fiigg, a masodik csak r-t6l fiigg. Ahhoz, hogy ez
teljesiilhessen, mindkettd ugyanazzal az E konstanssal kell hogy egyenld

legyen.

Q) ot
2
—h—%qub(F) +V(F)=F
2m O(7)
A fenti egyenletek elsé egyenletének az értelmében meghatarozhaté a
stacionarius allapotokban a hullamfiiggvény 1d6tol fliggd része:

@ — Edt — —Edt
ORI h

1 ow _,

(3.41)

In(Q(t)) = —%t +e

iE
Q)= de " . (3.42)
A kapott megoldas elfogadhatd (vagyis jo uton jarunk), ugyanis ezzel az
1dofliggéssel megszerkesztett megtalalhatosagi valdszinliség-siirliség 1d6tol
fiiggetlen. A staciondrius allapotokban a hullimfiiggvény térbeli koordinataktol
fliggd részére a kovetkezo differencidlegyenletet kapjuk:

2
_n 1* A.OF)+V(F)=E, (3.43)
2m O(r)
amit réviden a
HO(F) = ED(F) (3.44)

alakban is felirhatunk. Ez az egyenlet a staciondrius Schrédinger-egyenlet. Az
egyenlet nem mas, mint a Hamilton-operator (H ) sajdtérték-egyenlete (a
sajatértek-egyenletekrdl bovebben a kovetkezd fejeztben fogunk targyalni). Az
egyenletben ismeretlen a @ (7) fliggvény és az E értéke. Az egyenletnek nem

minden ®(7) fliggvény esetén van megoldasa. Azon ®(7) fliggvényeket,
amelyekre a fenti egyenletnek van megoldasa, sajdtfiiggvényeknek nevezziik.
Egy ®(7) sajatfiggvényhez tarozd E ¢értéket sajatértéknek nevezziik.
Megoldani a staciondrius Schrodinger-egyenletet azt jelenti, hogy megkapjuk
az Osszes lehetséges sajatfiiggvényeket és a nekik megfeleld sajatértékeket.

Eredetileg a Schrodinger-egyenlettel az volt a célunk, hogy megkapjuk, hogyan
valtozik az idében a W¥(r,r) hulldmfiiggvény, ha ismerjiilk ennek alakjat

52



kezdetben. Amint latjuk azonban a Schrodinger-egyenlet ennél tobbet is jelent:
megadja azt is, hogy melyek a staciondrius allapotok ¢és ezekhez tartozo
energiak. A staciondrius Schrodinger-egyenletbdl ilymodon megkaphatoé a
staciondrius allapotok energidinak a spektruma is. Meglatjuk, hogy van olyan
eset, amikor az E sajatértékek folytonosan valtoznak (példaul egy szabad
részecske esetén), vagyis folytonos spektrumot adnak, és van olyan eset
(példaul végtelen mély potencialgddorbe zart részecske esete), amikor ez a
spektrum diszkrét. El6fordulhat olyan eset is, hogy a diszkrét és folytonos
spektrum is jelentkezik az E értékének a fiiggvényében. Mindkét esetben igaz
azonban, hogy egy valds fizikai problémara a lehetséges sajatértékek halmaza
végtelen szamossagu.

3.10 A kontinuitasi egyenlet

A folyadékok dinamikajanak vagy az elektromossagtannak a keretében mar
talalkoztunk a kontinuitasi egyenlettel:

ap -

o +V-j=0, (3.45)
ahol p tomegsilriiséget, illetve toltésstirliséget, j pedig az aramsiiriséget
jelentette. Az aramsiiriiség az egységnyi id6 alatt egységnyi keresztmetszetli
feliileten a feliiletre merdleges irdnyban athaladd6 anyagmennyiséget vagy
toltésmennyiséget jelenti. A kontinuitdsi egyenlet ezekben az esetekben az
anyag, illetve a toltések megmaraddsdnak a torvényét fejezte ki. A
kvantummechanikdban  valdszinliség-stiriiségrol,  illetve  valdszinliségi
aramsiiriségrol beszélhetiink, és a klasszikus fizikdbol ismert kontinuitési
egyenlettel analoég egyenletet irhatunk fel. Ennek érdekében tekintsiik a (3.30)
Schrodinger-egyenletet és ennek komplex konjugaltjat, majd ezeket szorozzuk
be a hullamfliggvénnyel, illetve ennek komplex konjugéltjaval:

0 n’

¥/ ih—¥=——AY+V({FY; (3.46)
ot 2m
. a k3 hz £ —_ *
Y./ =Y =AY V()Y (3.47)
ot 2m
A fenti két egyenletet kivonva egymasbol:
* 2
i v Y M (pep g wa ), (B48)
ot ot 2m
* 2
ihM+§—(W*A;T—IPA;\P*)=0; (3.49)
m
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ihﬁ‘}éti*hv (hz (v, ¥ - ‘PV‘P)) 0. (350

2m

Az igy kapott egyenlet formalisan megfelel a kontinuitidsi egyenletnek a
kovetkezd analdgiakkal:
«  P(r,r+dr,t)

Yv 3.51
dr 35D
a valdsziniiség-siiriiség és
j= ¢V v vy, ) (3.52)
2mi

a valosziniiségi aramstiriiség. A kvantummechanika kontinuitdsi egyenlete a
kvantumos  részecske térbeli megtaldlhatosdgi  valdszinliségének a
megmaradasat fejezi ki.

A kontinuitasi egyenletnek egyik nagyon fontos kdvetkezménye az, hogy
amennyiben a hullamfliggvény egy adott iddpillanatban normalt, akkor a
hullamfiiggvény idében normalt fog maradni, vagyis a hullamfiiggvény
normdja az idében megmarad. Ez konnyen beldthato, ha a kontinuitasi
egyenletet integraljuk az egész térre:

j ) jdw[ (w'v,w-wv, ¢ )jd?=0. (3.53)
ot 2m

A (3.53) masodlk tagjat a Gauss—Ostrogradskij-képlet szerint atalakitva egy
feliileti integralld, azt kapjuk, hogy:

j VY ) i+ jjds=o. (3.54)

17} olF}
A fenti képlet masodik tagja a végtelenben vett feliileten van integralva, ahol
azonban j = 0. Egy normdlt hullimfliggvény a végtelenben nulldhoz kell
tartson, €s ekkor az ilyen hullamfiiggvénybdl megszerkesztett j is nullahoz tart.
Ezek alapjan

j a(\w ) j Y4 =0, (3.55)

{7} ot {r

vagyis a hullimfliggvény normdja iddben megmarad. Tehat a Schrodinger-
egyenlet megtartja a hullamfiiggvény normaltsagat.
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3.11 A Schrédinger-egyenlet az impulzustérbeli hullamfiiggvény
segitségével

Célunk most az, hogy felirjuk a Schrodinger-egyenletet az impulzustérbeli
hullamfliggvényre. A valos térbeli hullamfiiggvényre felirt Schrodinger-
egyenletbdl indulunk ki:

= 2 2
MWD _ 1 \p .0+ V(WD) < E=L 11 ().

ot 2m 2m

(3.56)

Amint mar targyaltuk, a wvalés térbeli, illetve az impulzustérbeli
hullamfiiggvényeket Fourier-transzformaciéval kapjuk meg egyméasbol:

ih

O(p,1) = —— [W(F0e " dF
(27h)2
- 1 Lt
V(.0 =—— [®(p,0e" dp
27h)2 7

A fenti képletek alkalmazaséaval:

ihMihg[ L jlp(?,t)ehﬁdf}

o o (22 3:57)
_ 1 . I{iha\yg,z)}—hﬁ .
(27h): &7 !

A szogletes zardjelben levO részt behelyettesitjiik az eredeti Schrodinger-
egyenletbol:

3

700 1 J'[_h_zA\{J(F,t)+V(?,t)‘P(F,t)}_;ﬁdF;
m

ot (27h)2
(3.58)
- 2 57
in 020 _ 1 3(_h_jjv(v‘{'(ﬁt))€ " dF +
x e\ 2 (3.59)
L v EovEne 7 dr
(271)2 7

A (3.59) integral két tagjat kiilon szadmoljuk ki. Az elsé részt el0szor is
parcidlisan integraljuk:
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2 i 2 i
1 [_h—j A2 i — (—h—jV‘Pe o

(an)s \ 2 )i (m): \ 2" -
1 n’ i)
B jv\y(f,t)(__ﬁje 7 (3.60)
(27h): 2m ), h

A fenti képlet elsé tagjaban szerepel a VW, ami a végtelenben nulla. A
masodik tag megmarad, ezt még egyszer parcidlisan intergraljuk:

1 h , i N b (ih : P g
_ (_EJ{jV\P(F’t)[_EPJe dr = [EJI‘P(VJ)(—%PJQ dr

(2ﬂh)§ 3 (2;zh)§ #
pz 1 i pz
:(—j . j Y(F,e " dF =[—]<D(;3,z). (3.61)
2m (272’7’?)5 # 2m
Az integral masodik felének
L [¥@ove.oe " ar (3.62)
(27n)2 7

kiszamitasahoz felhasznaljuk a kovetkezd matematikai egyenldséget:

A .

VF e " =V (v ,ne " (3.63)
o . & . 8 .
X+ v+

Hogy jobban megértsiik a (3.63) igaz voltat, tekintsiik a kovetkezd példat.
Legyen példaul:

VF,t)y=cr +c,. (3.64)
Azonnal beléathato, hogy:

(¢ +c, )e?ﬁ = (clihvlE +c, )eigﬁ = (clih(— é]? +c, ]eh’” —

[ i
; ——pF

= cl?e_%pl +ce’”
A (3.63) alkalmazasaval (3.62)-t tovabb egyszerusithetjiik:
L [ @y E.ne " dr = L [ ¥V @y .0 " di =
(27h)2 (27h)2
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s [¥G0e " a7 | =V iV 00 (p.0) (3.65)
(27h)2 7
A (3.59), (3.61) és (3.65) alapjan felirhatjuk tehat a Schrodinger-egyenletet az
impulzustérbeli hullamfiiggvénnyel:

=V (V1)

- 2
2P0 _ P45 )1y iy DD(P,1). (3.66)
ot 2m
Ez az egyenlet, akarcsak a koordinatatérben felirt Schrodinger-egyenlet is, a
2
E=2 iy
2m

klasszikus egyenletnek a kvantummechanikai megfeleldje, €s ebbdl ugy
szarmaztatjuk, hogy a klasszikus fizikai mennyiségekhez opratorokat
rendeliink:

~
—

E.pF=E, p, F.
Ezek az operatorok most az impulzustérbeli hullamfiiggvényre hatnak, ¢és az
impulzustérbeli alakjuk:

~ 0 = A 0
E=ih—; p=p, F=ihV_ =ih—. 3.67
5 PP = (3.67)
Lattuk, hogy a koordinatatérben, amikor koordinatatérbeli

hullamfiiggvényekkel dolgoztunk, az impulzushoz rendeltiink derivalasi
operatort ¢€s a térkoordinatdkhoz rendeltiink egyszerli szorz6 operatorokat. Az
impulzustérben, amikor az impulzustérbeli hullamfiiggvényekkel dolgozunk, a
térkoordinatdkhoz derivalasi operatorokat és az impulzus-koordinatdkhoz pedig
egyszerl szorzd operatorokat rendeliink.

3.12 Atlagértékek kiszamitasa az impulzus- és koordinétatérben felirt
hullamfiiggvények segitségével

Egy adott kvantummechanikai allapotban egy fizikai mennyiség t6bbszori
kisérleti mérésekor mas és mas értékeket kaphatunk. A mérési eredmény
matematikai szempontbdl egy valoszinliségi valtozo, melyre az értékek
eloszlasa és a kiilonb6zé rendli momentumok jol értelmezettek. A mérési
eredmények eloszldsardl és a kvantummechanikai mérés kovetkezményeirdl
majd részletesen fogunk targyalni egy késébbi fejezetben, amikor a mérési
posztuldtumot is ismertetjiik. Itt megtanuljuk, hogyan Iehet elméletileg
kiszamitani egy fizikai mennyiség atlagértékét tetszéleges kvantumechanikai
allapotban, ha ismerjiik a kvantummechanikai allapotot leiré hullamfiiggvényt.
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Tekintsiink elészor egy A4 fizikai mennyiséget, amely csak a térbeli r
koordinatak értékétol fiigg: 4= A(r). Legyen a kvantummechanikai

rendszeriink a W(r,f) hullamfiiggvénnyel jellemzett allapotban, és ebben az
allapotban ki akarjuk szamitani az 4 fizikai mennyiség atlagat (<4> értékét). A
normalt hullamfiiggvény értelmezésébdl indulunk ki:
Y7 O (F,t)dF = P(F,7 +dF,t1). (3.68)
Tudjuk, hogy altalanosan egy adott mennyiség atlagértékét a kdvetkezoképpen
lehet kiszamitni:
< A>=Y AF)P(F), (3.69)

ahol P(r) az A(r) érték eléfordulasi valdszintisége.

Amint a val6szinliség-szamitas soran megtanultuk (lasd I. Fiiggelék), ha az 4
lehetséges értékei folytonos halmazt alkotnak (4 folytonos valtoz6), akkor az
Osszegzés helyett integralt hasznalunk. Felhasznidlva a hullamfiiggvény
valoszinliségi értelmezését, azonnal kovetkezik:

< A>=[AFPE,F +d7,0)dF = [ AFPFE O (7,0)dF .(3.70)

A normalt koordinatatérbeli hullamfiigvényekkel, amelyek adottak egy
kvantummechanikai allapotban, konnyen ki lehet szamitani olyan mennyiségek
atlagat, amelyek csak a térbeli koordinatdknak a fliggvényei (amennyiben
persze az illetd integral konnyen elvégezhetd). Megjegyezziik, hogy ha a
koordinatatérbeli hullamfiiggvényiink nem normalt, akkor az <4> atlagot a
kovetkezoképpen szamitanank:

j AFPFEOY (7 1)dF
<A>="

j W(FE, OV (F,1)dF

Egy olyan B=B(p) mennyiség esetén, amelyik csak az impulzustol fiigg (mint
példaul a mozgési energia), a <B> atlag kiszamitasdnak az érdekében eldnyds
a normalt impulzustérbeli hullamfiiggvényt hasznalni:

<B>= j B(p)P(p, p+dp) = j B(PYO(B,0®" (p,0)dp. (3.71)

fgy, ha példaul a mozgasi energiat akarjuk kiszamitni:

2 2
E,=L =<k, >=[Lopno (pod. (.72
2m 5 2m

Koénnyen belathatd azonban, hogy a <B> atlagot kiszamithatjuk a

koordinatatérben felirt normalt hullamfiiggvény segitségével is. Tekintsiik
elészor a legegyszerlibb esetet, amikor B=p, ¢és hasznaljuk fel az
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impulzustérbeli és koordinatatérbeli hullamfiiggvények kozti (3.11-3.12)
egyenleteket:

<p>= j PO (5, 0)0(p,t)dp ] I V(1) exp(— PF)PP(p, t)drdp

(2 h)3/2
(3.73)
A fenti egyenletet tovabb alakitva a kévetkezc’i format kapjuk:
< p>—WI Jw e, t) v exp(— PFYD(p,1)drdp (3.74)
i
<p>=— [V r,0)=V | [exp(p7)D(p,1)dp |dF ; 3.75
p (M)MJ ( > {j PCH7) (p)p] (3.75)
< p>= j \P*(F,z)—,v,\y(f,t)dﬁ = j ¥ (F,0OpY(F,b)dF . (3.76)
4 i ’

A fentiek alapjan lathatd, hogy a <p> kiszdmitdsa a koordinatatérbeli
hullamfiiggvénnyel formalisan ugy torténik, hogy p helyett a neki megfeleld
operatort hasznaljuk:

P p=—ihV,. (3.77)
Hasonlé mddon igazolhatd, hogy barmely B(p) fizikai mennyiség atlagértékét
is kiszamithatjuk a koordinatatérbeli hullamfiiggvénnyel, a p-t a (3.77) szerint a
neki megfeleld operatorral helyetesitve:

< B(p) >= j B(5)D (p,6)D(p,t)dp = j V(7,0 B(=ihV ¥ (7, 1)dF .

(3.78)
Analdg mddon: egy olyan A4 fizikai mennyiség atlagértéke, amely csak a térbeli
koordinataktol fiigg kiszamithatd az impulzustérbeli hullamfiiggvény
segitségével is, az r fizikai mennyiséget az impulzustérben neki megfeleld
operatorral helyettesitve. Példaként szdmitsuk ki <r> értékét felhasznalva
ismét a koordinatatatérbeli és impulzustérbeli hullimfiiggvények kozti (3.11-
3.12) Gsszefiiggéseket:

<F>= j W7 OFY(F 1) =

(3.79)

G ﬁh)m ETR N (Put)exp(— PP, 0)didp
5 h)m s [JO B0V exp— B 00dp (3.80)
(2 h)s/ j (ﬁ’t)ihvp I‘I’(r,t)exp(—%pr)d?}dﬁ; (3.81)
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<F>= IQ*(ﬁ,t)ithQ(ﬁ,t)dﬁ = Icp*(ﬁ,z)ﬁcp(ﬁ,t)dﬁ . (3.82)

A fenti képletek értelmében, ha az impulzustérbeli hullamfiiggvénnyel
dolgozunk, az impulzusnak egyszerli szorz6 operatort feleltetiink meg, a térbeli
koordinataknak azonban egy derivalasi operator felel meg:

Fo7=ilV, (3.83)

Ha egy olyan A4 mennyiségnek akarjuk az atlagértékét kiszamitni az
impulzustérbeli hullamfliggvény segitségével, amely csak a térbeli r
koordinataktol fligg, akkor a (3.78)-hoz hasonl6 modon jarunk el:

< A(F) >= j O (P, ARV ,)D(p,1)dp = j O (p,)AF)D(p,t)dp  (3.84)

A fentiek alapjan most mar ki tudjuk szamitani egy tetszéleges F(r,p) fizikai
mennyiség atlagat egy kvantumdllapotban a koordinatatérbeli ¢és az
impulzustérbeli hullamfiiggvény segitségével egyarant. Ha a koordinatatérbeli
hullamfiiggvénnyel dolgozunk, a térbeli koordinatdkhoz egyszerli szorzo
operatorokat rendelink, az impulzushoz meg a (3.77) ¢értelmében
térkoordinatdk szerinti derivalast feleltetiink meg. Ha az impulzustérbeli
hulldmfiiggvénnyel dolgozunk, a térbeli koordinatakhoz a (3.83) értelmében
impulzus szerinti derivalasi operatort, az impulzus komponensekhez pedig
egyszerli szorz6 operatorokat rendeliink. Ezen megfeleltetések teljes
Osszhangban vannak azokkal az operdtor-megfeleltetésekkel, amelyeket a
koordinatatérbeli és impulzustérbeli hullamfiiggvényekre felirt Schrodinger-
egyenlet esetén végeztiink.

< F(7,p)>= j V(7,0 F(F,—ihV )Y (7, 0)dF (3.85)
<F(7.p)>= [ @ (B.OF(P.ihV )O(P.0dp  (3.86)
3.13 Javasolt feladatok

1. Igazoljuk, hogy szabad részecske esetén a W(x,7) = exp[i(kx —wt)] alaka

hullamfiiggvény megoldasa a Schrodinger-egyenletnek.

2. Tekintsiik a kovetkezd egydimenzids hullamfiiggvényt:
2

i X i
Y(x,t)=N- exp(%pox — W) . exp(—%Et) .

a. Szamitsuk ki az N konstans értékét ugy, hogy a hullamfliggvény normalt
legyen.

b. Adjuk meg a hullamfiiggvény impulzustérbeli alakjat.

c. Szamitsuk ki a kovetkez0 atlagértékeket:
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(0P )X p*)(x- p) .
d. Szamitsuk kia Ax = <x2> - <x>2 ,illetve aAp = < p2> —( p>2 mennyiségeket.
3. Az x tengely iranydba lev0 eltolas operatorat egydimenzioban a
T ¥(x)="Y(x+ a)osszefiiggéssel értelmezziik. Igazoljuk, hogy

T = exp(i ap.),ahol p, = nd egy eltolas operator.
h i dx

4. Tekintslink egy kvantummechanikai részecskét a 2a szélességi (x € [—a,a])

iot

végtelen mély potencialgdodorben a W(x,¢) = 4 sin(Z x)e'” hullamfiiggvénnyel
a

leirt allapotban. Ebben a stacionarius kvantummechanikai 4llapotban
hatarozzuk meg:
a. A értékét tigy, hogy a hullamfliggvény normalt legyen.

b. A j valdsziniiségi aramsiiriiség értékét.

2\ . ; 2 T,
c. Az <x>\y ,<x >W ,<px>\y €s <px >\P varhat6 értékeket.
d. A AxAp _hatérozatlansagot.
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4. FEJEZET
A hullammechanika matematikai formalizmusa

Az eddigiekben intuitiv alapon vezettiik be a kvantummechanikéban lényeges
hullamfiiggvényeket és operatorokat. Most, hogy mar belattuk mire jok a
hullamfiiggvények és az operatorok, ehhez az intuitiv fizikai képhez egy
precizebb matematikai formalizmust is megfogalmazunk.

4.1 A hullamfiiggvények Hilbert-tere és tulajdonsagai

A hullamfiiggvények valds valtozos komplex fliggvények:
¥Y:3"> v,
ahol n a rendszer szabadsagi fokainak szamatol fiigg. Ezektdl a fliggvényektol
megkoveteljiik, hogy a megengedett térre négyzetesen integralhatok legyenek:
[wrwdr = oo, (4.1)
7
Ezen fliggvények Osszessége egy Hilbert-teret alkot (L,), amely térben ezekre a
fiiggvényekre a kovetkezd miiveletek értelmezettek: Osszeadas, skalarral valo
szorzés, szorzas, komplex konjugalas €s a skalaris szorzat.

Az 6sszeadas (+)

Az Osszeadas tulajdonségai:

Y,¥,el, =Y +Y, elL,, zart az L,-re nézve. 4.2)
Y, +%, =¥, +¥,, kommutativ. (4.3)
Y, +0=0+"Y, =Y, létezik semleges elem: 0. (4.4)
Y, + (-¥)) =0, létezik inverz elem. (4.5)
Y+ (Y, +Y) =Y, +Y,)+Y,, asszociativ. (4.6)

Az eldbbiek alapjan kovetkezik, hogy (L,,+) Abel-féle csoportot alkot.

Szorzas egy skalarral (-)

A skalarral val6 szorzés tulajdonsagai:

Yel;leV=>Y-A€el, (4.7)
Y.l=19, (4.8)
W ool W =y (4.9)
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(A W)= -4,) ¥, (4.10)
(A +4,)¥Y=4 -V+i, ¥, (4.11)
AP, +¥,) =4V, +1-,. (4.12)

Komplex konjugalas (*)

A komplex konjugaléas egy zart miivelet az L,-n! Tulajdonsagok:

Y el =¥ eL, (zar), (4.13)
(¥') =, (4.14)
(\Pl +, )* = ‘Pl* + \Pz* ) (4.15)
AP) =1 -9, (4.16)

Skalaris szorzat (< | >)

A skalaris szorzatot két hullamfiiggvényre értelmezziik, és eredményiil egy
komplex szamot kapunk:

Y., Y, e L, = (V,¥,) eV, vagyis (¥,¥,) ¢ L,. (4.17)
A Hilbert-tereken értelmezett skalaris szorzat, értelmezés alapjan, a kovetkezo
harom tulajdonsagnak kell hogy eleget tegyen:

L (¥,¥,)e3és (V%) =0,
ugyanakkor ha

(P,¥)=0=Y, =0; (4.18)
IL. (¥, 0, ¥, +c3¥s) = o, (W, W) + o5 (W, Wy )5 (4.19)
(c2ésc3 € V).
ML (¥,¥,)=(¥,,¥,) . (4.20)

Az L,n értelmezett hullamfiiggvények esetén a skaldris szorzatot a
kovetkezOképpen értelmezziik:
(¥, 9,) = [¥ W,dr . (4.21)
{7}
Ez az értelmezési mod teljesiti az elobb felsorolt harom feltételt. A bizonyitas
azonnali. A skaldris szorzatra bebizonyithaté a Schwartz-féle egyenldtlenség
(javasolt feladat):

K‘{q,\mf <(9, PN, PV, Y, e L. (4.22)

Bizonyithato ugyanakkor, hogy a fenti egyenldtlenségben az egyenldség akkor

all fenn, ha
Y, =cY,. (4.23)
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4.2 Ortonormalt bazisok

Az L, Hilbert-téren értelmezhetiink egy bazist, amit rendszerint arra
hasznalunk, hogy ,reprezentdljuk” egy tetszéleges elemét a térnek. Analog
példa az, amikor harom koordinataval jellemziink egy haromdimenzids vektort;
amikor a hatvanyok szerint kifejtiink tetszéleges fliggvényt (Taylor-
sorbafejtés); vagy amikor a harmonikus fliggvények szerint sorbafejtiink egy
tetszOleges fiiggvényt egy véges intervallumon (Fourier-sorfejtés). A bazis
tobb baziselembdl all, amelyek bizonyos feltételeket kell hogy teljesitsenek.
Legyen az: u,,u,,...,u,,...€ L, elemekbdl all6 bazisunk. Ha ezen elemek bazist

alkotnak L,-n akkor:
1. A baziselemek linedrisan fiiggetlenek kell legyenek:
cu, +cuy +cuy +..=0=>Ve, =0; ¢, eV (4.24)
2. Minden fliggvényt az L,-bdl fel kell lehessen irni a béziselemekkel (a
teljesség feltétele) mint:

YW > W=>cu;cev. (4.25)
i=1

A bazisvektorok szdma megadja a tekintett tér dimenzidjat. Egy adott térben
végtelen sok moddon megvalaszthatok a bazisvektorok. A leggyakrabban
hasznalt bazisok az ugynevezett ortonormalt bazisok. Az ortonormalt bazis
elemei normaltak és paronként merdlegesek egymasra. A merdlegességet az L
térben a skalaris szorzattal definialjuk. Azt mondjuk, hogy két elem merdleges
egymasra, ha skaldris szorzatuk nulla:

u,u, € L,,u, Lu, <:><u1,u2>:O. (4.26)
Egy ortonormalt bazis elemeire tehat igaz, hogy
() =5, (4.27)
ahol a Kronecker-delta szimbolumot hasznaltuk:
Li=j
5 =1""" (4.28)
‘ 0,i # j

Ahhoz hogy az {u;} ortonormalt elemekbdl all6 halmaz bazist alkosson, a
tekintett Hilbert-téren, még sziikséges, hogy a (4.25) teljességi feltétel is
fennalljon. A (4.24) linearis fiiggetlenség automatikusan teljesiil, ha (4.27)
igaz. A teljesség feltétele igaz, ha:

- ki f f oo,é::é"

2 (Eu(E)=5(5-¢)= : (4.29)

i=1 Oag 7= g
A feni képletben a Dirac-féle altalanositott fiiggvényt (funkcionalt) hasznaltuk,
melynek alapvetd tulajdonsagai:
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5y=1"" =0
x) = ;
0,x#0

]Eé'(x)dx=l;

Té'(x —a)f(x)dx= f(a). (4.30)

Az, hogy a (4.29) Osszefiiggés azonos a (4.25) teljességi feltétellel, egyszeriien
belathatd. Tételezziik fel, hogy:

Y=>cuel, (4.31)
i=1
Az egyenletet jobbrol beszorozva az egyik u; elemmel
u,V)y=>» c(u,,u,)=c, =>c, =(u,¥v), (4.32)
(1) =S ,0) =, > =(u,9)
ami alapjan:
Y=, Y, VY el,. (4.33)
i=1

A hullamfiiggvényre értelmezett skalaris szorzat (4.21) alakjat felhaszndlva a
fenti képlet:

W) = Z{ Iui*(é‘)‘l’(é)dé}ui(é')- (434)
=g
Felcserélve az 6sszegzést és integralast:

¥(£) = j[Zu,.*<§>ui<§') (£)dé. (435)
.

A Dirac-funkcional (4.30) tulajdonsagai alapjan és (4.35)-bol azonnal

kovetkezik, hogy:

S, (€)= (- &). (4.36)

Az egész gondolatmenetet visszafele is végigvezethetjiik. Ezaltal bizonyitottuk,
hogy ortonormalt bazisok esetén (4.29) ekvivalens a (4.25) teljességi feltétellel.
Ortonormalt bazisok esetén azonnal bebizonyithatdé egy masik fontos egyenlet,
a Parseval-féle Osszefliggés 1s. Legyen {u;} egy ortonotmalt bazis ¢és

Y= Zciui € L,. Ebben az esetben a Parseval-6sszefiiggés:
i=1

ici*ci =(V,¥). (4.37)
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A bizonyitas egyszeri. (4.32) értelmében:

>ce= 3 (1) (1, ¥) - Z{ J %(5)\11*(5)(15}{ J u,-*(f')w')dé}

=l =L ¢

= | I[iui*(f')u[(é)}l’*(é‘)‘l’(f')ds"df= [ [o-enw@wE)deds =
{eHel =1 el

[wr©w(©ds=(v,v).
e
Normalt ¥ hullamfiiggvények esetén: ch* ¢, =1.

4.3 Az altér fogalma

Legyen az L, Hilbert-teriink, u,,u,,...,u,,... € L, pedig egy bazis ezen a téren.

A bazisvektorainknak egy tetszdleges k szamu elembdl 4ll6 K alhalmaza,
(u,,u,,...,u,), egy k dimenzios alteret definidl. A K altér tetszéleges eleme

kifejezheté az u,,u,,...,u, bazisvektorok linedris kombinacidjaként. Azt is

mondhatjuk, hogy a K altér azon & e L, elemek Osszesége, amelyekre igaz,

k
hogy: &= ZC[u ., ahol ¢, eV tetszOleges komplex szamok. Az adott K
i=1
altérben tobbféle bazist szerkeszthetiink, ezek azonban mind & darab egymastol
linedrisan fliggetlen elemet kell hogy tartalmazzanak.

4.4 Operatorok

A kvantummechanika keretében a fizikai mennyiségekhez operdtorokat
rendeliink, melyek a hullamfiiggvényekre hatnak: 4 — A.

Linearis operatorok

A kvantummechanikaban csak linearis operatorokkal dolgozunk. A linedris
operatorok definiciodja:
VA,eV; ¥ ,el, =

= ALY, + L¥,)= LAY, + LAY, . (4.38)
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Az adjungalt operator

Legyen A az L, Hilbert-téren hatd tetsz6leges linedris operator. Barmely ilyen
operatorhoz hozzarendelhetd egy adjungalt operator: A (121 - 21*) , amelyet a
kovetkezOképpen értelmeziink:

V(O,¥ecl,): <®, av) = <21*®,\P>. (4.39)

Hermitikus operatorok

Lattuk, hogy egy kvantummechanikai allapotban a fizikai mennyiségeknek a
hullamfiiggvénnyel szamitott atlagértéke 1ényeges mennyiség, amely kisérletek
soran is mérhetd. Minden, ami fizikailag mérhetd, az valds érték kell hogy
legyen, tehat a kvantummechanikdban hasznalt (fizikai mennyiségekhez
rendelt) operatorok atlagértéke valds mennyiség kell legyen:

v i) [¥ @ av©)ac
’ —

(v.¥)  [wEwEds
{&l

(A)ye3; (4)= < (4.40a)

Az, hogy <A> valds, matematikailag azzal ekvivalens, hogy: <A> = <A> .

*

(v,a¢) (dv,¥)
= — = . (4.40b)
(P, %) (v, ¥)
Itt felhasznaltuk a skalaris szorzat tulajdonsdgait. A (4.40a) és (4.40b)
egyenletek egyenldségébol kovetkezik, hogy a kvantummechanikéban hasznalt
operatorokra nézve mindig igaz kell legyen, hogy:

<\P,21\P> - <2NJ,\P> . (4.41)
Mi enn¢l a feltételnél erdsebb feltételt kovetelink meg, azt, hogy a
kvantummechanikéban minden valos fizikai mennyiséghez hermitikus operdtort
kell rendelni. (Az erésebb feltétel azt jelenti, hogy minden hermitikus
operatorra teljesiil az elobb levezetett (4.41) feltétel, de ez az eldbbi feltétel
még nem koveteli meg egy operatortol, hogy hermitikus legyen.) A hermitikus
operator olyan operator, amelyre igaz, hogy:
<\P,21c1>> = <21\P,c1>>, VP, Del,. (4.42)

A hermitikus operatorokra tehat igaz, hogy 6nmaguk adjungaltjai, ezért ugy is

nevezzik Oket, hogy onadjungalt operdtorok. A 62 operator példaul egy
X

hermitikus operator.
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4.5 Sajatértékek, sajatfliggvények

Definicidk:
Tekintsiik az A hermitikus operatort €s a kdvetkezd egyenldséget:

AY =c¥ . (4.43)
A fenti egyenldséget teljesitd ¥ fliggvényt az A operator sajdtfiiggvényének
(sajatvektornak) nevezzikk, a ceV konstanst pedig a W sajatfiiggvényhez
tartozd sajatertéknek. A (4.43) egyenlet az A operator sajaterték-egyenlete.

Egy adott sajatértékhez tobb linearisan fiiggetlen sajatfiiggvény is tartozhat.
Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az illetd sajatérték elfajult, és definialhatd
az elfajulasi fok, amely megadja, hogy az illetd sajatértékhez hany linearisan
fliggetlen sajatfliggvény tartozik.

A kovetkezdkben két nagyon fontos tételt bizonyitunk be a sajatértékekre €s
sajatfliggvényekre vonatkozoan.

Tétel: Egy hermitikus operator sajatértékei mind valdsak.
A tétel bizonyitasa egyszerii. Abbdl indulunk ki, hogy:

AY =a¥,. (4.44)
A hullamfiiggvényt'¥, -val jeloljik, kihangstlyozva azt, hogy ez a

sajatfliggvény az a sajatértékhez tartozik. Az atlagértékeknél tanultak
értelmében:

L =(4). (4.45)

Lattuk, hogy a hermitikus operatorok atlagértéke valds, vagyis: <A>e3.
Felhasznalva a (4.44) 0sszefiiggést:

(. A2,)=(¥,.a¥%,) = a(¥,, ) =a, (4.46)
(v,.42,)
SQZW:<A>E3. (447)

Tétel: Ha A egy hermitikus operator, akkor a kiilonb6z6 sajatértékekhez
tartozo sajatfliggvények ortogonalisak egymasra.
Bizonyités. Legyen a; és a; két kiilonbozd sajatértek, és ¥ meg ¥, az ehhez
tartozé sajatfliggvények:

AY, =a¥,;
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AY, =a,¥,; a, #a,. (4.48)
Két azonnali egyenlet irhato fel:

(¥, 4%) = a, (¥, ¥,); (4.49)
<21\P2,\Pl> = a}(¥,,¥,) = a, (¥, ¥,). (4.50)

A két egyenletet kivonva egymasbol:
0=(a,-a, \¥,,¥,) = (¥,,¥,) =0. (4.51)

Megjegyzés. Abban az esetben, ha tobb olyan sajatfliggvényt néziink, amelyek
ugyanahhoz a sajatértékhez tartoznak (elfajult sajatértékek esete), nem tudjuk a
fenti eljarashoz hasonléan igazolni azt, hogy ezek a sajatfiiggvények
merdlegesek egymasra — és altalanos esetben nem is azok. Ezen fiiggvények
linearis kombinacidjaval azonban olyan fliggvényrendszer is kaphato,
amelynek tagjai paronként merdlegesek egymdsra. A moddszer, amivel ez
elérhetd, az ugynevezett Gramm—Schmidt-féle ortogonalizalas. (Ezzel az
eljarassal az Olvasd talan mar taldlkozott 3D vektorok esetén.) Fontos
megjegyezni, hogy ez az eljards azért alkalmazhatdo, mert ezek a
sajatfliggvények, még ha nem is merdlegesek egymasra, de minden esetben
linearisan fiiggetlenek egymastol.

Gramm-Schmidt-féle ortogonalizalasi eljaras

Legyen egy a elfajult sajatértékiink, és W,' a hozza tartozo linearisan fiiggetlen
sajatfiiggvények: /AI‘P; =a¥! (az i indexeli az elfajult sajatértékhez tartozo
killonboz6 sajatfiiggvényeket). A W, sajatfiiggvények helyett bevezethetjiik
ezeknek egy, ¢, linearis kombinacioit:
F
Y ——pl =Y diV/; (4.52)
j=1
ahol F az elfajulasi fok. A ¢, figgvények szintén sajatfliggvényei az A
operatornak:
R | .F F R F F
Ap = A{Zd}‘l’j} =>.dAY] =) dia¥] =a) d¥] =agp,,
J=1 J=l J=l j=l
(4.53)
és szintén az a sajatértékhez tartoznak. Ahhoz, hogy ezen 1Uj ¢/
sajatfiiggvények egymasra paronként merdlegesek legyenek, a kovetkezd
modon szerkesztjiik meg dket:

@, ="¥,; (4.54)
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0l =W =X ool W]). (4.55)
i=1
Az els6 fiiggvénnyel a szerkesztés tehat csak annyit tesz, hogy normélja a P,
értékét: a c;-et ugy hatarozzuk meg, hogy <(o; , (0;> =1. Kovessiik végig most a

szerkesztést az elsd lépéstdl, és gydzddjiink meg, hogy az igy kapott
sajatfiggvények tényleg ortonormaltak lesznek. Tekintsiik most a @, -et:

o0l =V -0, 2. (4.56)
<(p}l ,cz(pf> =0 eredményt kapunk a szerkesztés utin, ugyanis:
(phc0l) = (2l W)~ (2L o )01, W) =0. (4.57)

A c; konstanst most ugy hatirozzuk meg, hogy ¢, normalt legyen. A
kovetkezd 1épésként meghatarozzuk ¢, -t:

o) =¥ -l (0. ) - 0202 9)), (4.58)
amir6] kimutathato, hogy mer8leges ¢, és @, -re.

Szemléletesen, a szerkesztés haromdimenzids vektorok esetén Ugy milkddik,
hogy kiindulunk olyan vektorokbdl, amelyek nem merdlegesek egymasra
(legyen kiindulopontjuk ko6zos), de mind mas egyeneseken fekszenek, és
linedrisan fiiggetlenek egymastol (haromdimenzidban maximalisan csak harom
ilyen vektor lehet). Tekintsiik az elsd vektort, ezt elosztjuk a hosszaval, hogy
egységvektor legyen beldle. A masodik vektort helyettesitjiik egy olyan
vektorral amely az elsé vektorra merdleges. Ezt ugy érjiik el, hogy kivonjuk
beléle az els6 vektorra vett vetiiletét. Az eredményként kapott vektor
merdleges lesz az elsdre. Az igy kapott vektort is elosztjuk a sajat hosszéaval,
hogy egységvektor legyen beldle. A harmadik vektorbdl kivonjuk az elsé két
vektor altal meghatarozott sikra vett vetiiletét. Az igy kapott vektorunk
mindkét eldbbi vektorra merdleges lesz. Ezt is normalva megvan az
ortonormalt bazisunk haromdimenzidban.

Tovabbi fontos tételek a sajatfiiggvényekre és sajatértékekre nézve

Tétel: Legyen 4 egy fizikai mennyiség, ¢€s a kvantummechanikai rendszeriink
legyen a ¥ hullamfiiggvénnyel jellemzett 4allapotban. Ha ebben a
kvantummechanikai allapotban az 4 mennyiséget sokszor megmérve mindig
ugyanazt az értéket kapjuk, vagyis a ¥ allapotban A4 értéke jol meghatarozott,

akkor a ¥ az A4 operator sajatfliggvénye kell hogy legyen. A tétel forditva is
igaz.

70



Bizonyitsuk a tételt el0szor direkt iranyban. Azt a tényt, hogy A értéke jol
meghatarozott, matematikailag 0Ugy tudjuk felirni, hogy az A mérési
eredményeinek szorasa nulla (A4=0). Azt akarjuk bizonyitani tehat, hogy

AY =¥, ha A4 =0. Azonnal kovetkeznek az alabbi egyenletek:

A =((a=(a)f ) = (%)~ (4)" =0; (4.59)
N 2 A
. (w.av) (w.aw)
<A> = W 5 <A2> = W N (460)
A 2 N A 2 A A
<‘P,A‘PZ i <‘P,A2‘P> N <‘P,A‘PZ i <A‘P,A‘P> wen
A fenti képlet alapjan
(w.4¥%) = (2w, 4v)(w,v), (4.62)
¢és mivel <‘I’,21\P>2 valds mennyiség, azonnal adodik:
‘<\P,21\1'>‘2 = (Aw, A)(w. ). (4.63)
Tudjuk a Schwartz-féle egyenlOtlenség alapjan, hogy

‘<‘P,/AI‘P>‘2 S<21‘P,21‘P><‘P,‘P> ¢s az egyenldség csak akkor all fenn, hogy

ha AV =¥, vagyis ¥ az A operator sajatfiiggvénye. Direkt iranyban ezaltal
igazoltuk is a tételt. Mivel a bizonyitdsban minden felhasznalt 1épés
ekvivalencialépés volt, ez a tétel visszafele is érvényes, vagyis: ha AY =¥
akkor A értéke jol meghatarozott a ¥ kvantummechanikai allapotban, és
azonnal belathatd, hogy <A> =c.

Tétel: Ha A egy megfigyelhetd valds fizikai mennyiséghez rendelt hermitikus
operator, akkor ezen operator sajatfiiggvényeibdl egy ortonormalt bazis
képezhetd a hullamfliggvények Hilbert-terén.

Az eldbbiekben azt mar lattuk, hogy ortonormalt hullamfiiggvényeket tudunk
késziteni a sajatvektorokbol, még csak azt kell belatni, hogy erre a
fliggvénysokasagra igaz a teljességi feltétel is. Ezt a részét a tételnek itt nem
bizonyitjuk. = Megjegyezziikk, hogy van olyan targyalasmddja a
kvantummechanikénak, ahol megfigyelhetd mennyiségnek azt nevezziik,
amelyhez rendelt operator sajatfiiggvényeinek a halmaza teljes, ilyen esetben
akkor ez a kijelentésiink nem tétel, hanem definicio.
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4.6 Mérési eredmények eloszlasa

Tételezziik fel, hogy az A fizikai mennyiséget mérjik. Az A fizikai

mennyiséghez rendelt A operatornak a sajatértékei diszkrét vagy folytonos
halmazt alkothatnak. Attol fiiggden, hogy a kvantummechanikai rendszeriink
milyen kvantummechanikai allapotban van, az adott allapotban megismételt
mérési eredményeinknek mas és mas eloszlasa lesz. A kovetkezékben a mérési
eredmények eloszlasat tanulméanyozzuk, kiilon targyalva azokat az eseteket,

amikor az A4 operator sajatértékeinek a halmaza diszkrét, é¢s amikor folytonos.

4.6.1 Diszkrét sajatértékspektrumok esete

Az eldbbiekben bizonyitott tétel értelmében, ha a kvantummechanikai rendszer

az A operator egy sajatallapotdban van, akkor a mérés eredménye mindig az
adott sajatallapothoz tartozé sajatérték lesz:

Ap=ap > amérési eredmény mindig a. (4.64)

Ha a kvantummechanikai rendszer nem az 4 operator egy sajatallapotaban van,
akkor a kiilonb6z6 mérések eredményeképpen kiilonbozd értékeket kaphatunk
az A fizikai mennyiségre, annak ellenére, hogy minden mérés utan a
kvantummechanikai rendszert visszaallitjuk eredeti allapotdba! FErdekelnek
benniinket a mérés lehetséges eredményei, €s ezeknek az eloszldsa, vagyis,
hogy a lehetséges mérési eredmények milyen valosziniiségekkel jelentkeznek.
A feladatra val6 vélaszunk érdekében hasznos lesz az atlagérték fogalma, amit
mar elébb bevezettiink. Legyen a kvantummechanikai rendszeriink a ¥
hullamfliggvénnyel jellemzett allapotban. Ebben az esetben:

(v, 2¥)

(A)y=1——L. (4.65)
(v.¥)

Kifejtve W -t a sajatfiiggvények bazisdban:

<ch¢n,ﬁzk:ck(ok> chn*ck<¢n,ﬁ¢k> zzcn*ckak<(/)n,(/)k>
n —__n_k —__n_k

W= ) (T (n)
(4.66)
Mivel a bazis ortonormalt (<g0n , (pm> =0, )
chn*ckak5nk Z Cy 2an
(4)=- e Z‘F,‘I’> : (4.67)

A Parseval-egyenldség alapjan tudjuk, hogy:
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2

2k,
<:P,\P> =1. (4.68)
2
Ennek alapjan a <\|;"|\P> tagok felfoghatok egy esemény Osszes lehetséges P,
kimeneteli valdszinliségeiként. Ezt az értelmezést elfogadva:
(4)=>"Pa, (4.69)
cn ’ ‘<€0”’\Ij>‘2 A
a_ﬁﬂﬁ_@“W’%;%_L (4.70)

A fenti képleteket a kdvetkezOképpen értelmezhetjiik:

1. Az A fizikai mennyiség mérése soran mérési eredményként mindig az A
operator egyik lehetséges sajatértekét (aj,ay, ..., a,, ...) kapjuk.
2. Annak a valészinlisége, hogy a mérés eredménye a; legyen az P;, ahol:

2 2

_lal _Keo )
P = = . (4.71)
(v, ¥) (V%)

Ha a kvatummechanikai rendszeriink egy sajatallapotban van, akkor csak
egyetlenegy P; lesz nullatol kiillonbozo, és ez egyenld kell legyen eggyel, ezért
mindig ugyanazt az a; értéket mérjik.

4.6.2 Folytonos sajatértékhalmaz

A fizikdban a diszkrét esetrdl a folytonosra altalaban gy tériink at, hogy az
Osszegzést integrallal helyettesitjiik. Meglatjuk, hogy formailag most is igy
lesz, de problémak és nem vart nehézségek is adodhatnak.
Legyen az A operatorunk sajatértékeinek halmaza folytonos, és a
hullamfiiggvény valtozoéinak a sokasagat jeloljiik egyszeriien &-vel:
Ap(S,a)=ap(S,a). (4.72)
A sajatfiiggvények folytonos spektrumot alkotnak, ezért nem lehet egyszeriien
indexelni, hanem a fiiggvény valtozoként tartalmazza a folytonos a sajatértéket
is. A legnagyobb probléma a folytonos sajatértékhalmaz esetén az, hogy:
p(&,a) ¢ L, , altalaban nem négyzetesen integralhato. Ilyenkor komplikaltabb
lesz a hullamfliggvények tere és az ebben definialhatd bazis is. Erre jo példa az
impulzus operator

A=p.;
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0

— p. =—ih—, 4.73
P> Dy o (4.73)
melynek sajatérték-egyenlete:
. 0
- lhaco(X) =p,p(x). (4.74)
Ez egy szétvalaszthatd differencidlegyenlet:
00 _ L e > p(x) = cet”. (4.75)
p(x) h

A megoldasként kapott fiiggvények nem négyzetesen integralhatok. A p
értékére nem kaptunk semmi megszorito feltételt, igy a p, sajatértékek barmely
valos értéket felvehetnek. A sajatfiiggvények segitségével azonban ebben az
esetben is ,reprezentalni” tudunk barmely hullimfliggvényt az L,-bél. A
diszkrét esettel analog modon, barmely W € L, hullamfiiggvényre felirhatjuk:
V(&) = [e(a)p(&,apa. (4.76)
{a}
Ez majdnem olyan, mint egy bazis szerinti kifejtés, de ebben az esetben a
p(&,a) fiiggvények nem alkotnak bazist, ugyanis ezek a fiiggvények nem
elemei a hulldmfliggvények Hilbert-terének. Azt szeretnénk, hogy a c(a)
értékeket hasonld6 modon tudjuk megkapni, mint diszkrét esetben, vagyis:

c(a) =(p(&,a),¥($)). (4.77)

Ennek a sziikséges feltételét azonnal megkapjuk, ha (4.77)-be
visszahelyettesitjiik a hulldmfiiggvény (4.76) alakjat:

c(a)=(p(&,a),¥(&)) = <¢)(§,a), IC(G')<0(§,a')da'> ;o (478)
{a'}

c(a)= [¢’ (é»a){ jc(a')qo(@a')da}da: = | c(a'){ | qo*(«:,aw(é,a')dé]da'
{ t3

) {a'y

= [¢'(E.a)p(&.a)ds=5(a-a). (4.79)
&
Ez az éltalanositott ortonormalasi feltétel agp(&,a) sajatfiiggvényekre, a

a'y

diszkrét esetbdl ez a <¢n,¢k> =0, egyenletnek az analogja. A (4.79) egyenlet
értelmében a kiilonbozd sajatértékekhez tartozd sajatfliggvények egymasra
merdlegesek.
A (4.77) egyenletet behelyettesitve a (4.76)-be, egy Gjabb fontos egyenldséget
kapunk, aminek teljesiilnie kell ahhoz, hogy a (4.76) és (4.77) egyenletek
igazak legyenek:

¥(&) = [(p(&.a), ¥ (©O))p(&,arda= [ [¢'(&,a)P(EVdE p(¢,a)da =

ta} {a} {1
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= | \P(é’){ |
& {a}

= [¢' (& a)p(&,a)da=5(&-£). (4.80)
{a}

A (4.80) egyenlet a teljességi feltétel folytonos spektrum esetén. Ennek a

60*(5'961)(0(5,6!)610}615'

megfeleldje diszkrét spektrumoknal az volt, hogy: Z(D*i S, (&) =0(&E-&").
i=1

Lassuk most, hogyan irhato fel egy fizikai mennyiség atlagértéke a folytonos

spektrum esetében:

(v av) <[{j c(@)p(&, a)da} 2{ | c(a')qou:,a')da']>

a} {a'}

=" - ) :
[ [ @eta) [¢' (& a)Apt& adédadd

_ taiia} i3}

)
[ [¢ axara [¢' & ap& a)didada
_ fajay & —
()
J.c* (a)(a")a'dada'6(a—a') J.c* (a)(a)ada I|c(a)|2ada
< 4 > lata _ g _ g}
(¥,¥) (P, ¥) (P,¥)
(4.81)
j|c(a)|2ada
_ {4
(4)= ) (4.82)
z cn Zan
A (4.82) egyenlet megfeleldje diszkrét esetben a <A> =’<’\P—\P> egyenldség

volt. Azonnal bebizonyithatd, hogy a folytonos spektrum esetén is létezik a
Parseval-egyenldségnek megfeleld egyenlet, amelynek alakja most:

[le(a)] da
la} _
(. %)

A (4.82) képletet hasonld moédon értelmezhetjiik, mint a diszkrét spektrum
esetén. Az A fizikai mennyiség mérése soran ilyenkor tetszéleges a értéket

(4.83)
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mérhetlink, és annak a valosziniisége, hogy a mért mennyiség értéke a és a+da
kozott legyen:

P(a,a+da) = c(a)|’ da,amennyiben (¥,¥)=1.  (4.84)
A c(a)=<¢)(§,a),‘1’(§)> figgvényt tehat gy értelmezhetjiik, mint az A4

mennyiség terében valo hullamfiiggvényt!

Példa: az impulzustérbeli hullamfiiggvény egydimenzios mozgds esetén. Legyen
az egydimenzids kvantummechanikai rendszeriink a ¥ (x,#) koordinatatérbeli
hulldmfiiggvénnyel jellemzett allapotban. Az impulzushoz rendelt operator
sajatfiiggvényei azonnal megkaphatok:

p.—> D, = —iha—ax; (4.85)

. 0 Lpox
—zhaw(x,pxhpx(p(x,px): p(x,p)=ce” .  (4.86)

Ahhoz, hogy a targyalt (4.82), (4.84) eredményeket alkalmazhassuk, a ¢(x, p.)
sajatfiiggvényekre igaz kell legyen az, hogy:

[0 (. p)e(x,p.Ndx = 5(p, — p.); (4.87)
{x}
[o" (. pJo(x', p)dp, = 5(x—x"). (4.88)
{pe}
A fenti két képletet megvizsgalva és a Dirac-funkciondl tulajdonsagait
felhasznalva:

jco* (x, p)p(x, p,.")dx = J‘C*efgxpxcegxp” dx =
{x} {x}

f [ =2 o £ <2 0000, V=506, 1.,
{x}
(4.89)

= 27l h =1, és ha kikétjiik, hogy c valés, akkor:

o = 1 (4.90)

N2rh
Egy fazistag erejéig megkaptuk tehat az impulzusoperator sajatfiiggvényeit.
Megjegyezziik, hogy a fenti képletekben felhasznaltuk a Dirac-funkcional
kovetkezo tulajdonsagait:

L [edx=0(k) & o(ax) = 1 5. (4.91)
T

fx} |"|
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Azonnal belathato, hogy a (4.88) teljességi feltétel is teljesiil a (4.90) képletben
levé ¢ normalasi konstanssal. Azt kapjuk tehat, hogy:

1 pw
xX,p.)=———=e" . 4.92
o(x,p,) 270 (4.92)
A (4.76) értelmében a ‘W(x,f) hullamfiiggvény kifejthetd a (4.92)
sajatfiiggvények szerint. A kifejtési eggyiitthatok
O(p,,1) = (p(x, p.), ¥(.0) = [ ¢ (6, p )W 0)dx,  (4.93)

{x

D(p,,1) = ﬁ I‘I’(x,t)e_g”"xdx, (4.94)
{o}

megadjak az impulzustérbeli hullamfiiggvényt. Ezennel bebizonyitottuk a mar

kordbban ismertetett Osszefliggést a koordinatatérbeli és impulzustérbeli

hullamfliggvények kozott. Megforditva, a Y(&) = Ic(a)qo(é‘,a)da
{a}
alkalmazaséval azonnal igazolhat6 az inverz transzformacios képlet is:

L [o(p,.0e" dp,. (4.95)

N 27h {p.}

4.6.3 Altalanos eset - diszkrét és folytonos spektrumok kozos esete

Y(x,t) =

Altaldnos esetben a diszkrét és folytonos sajatértékspektrum egyiitt jelentkezik.
Bizonyos intervallumokon folytonosak a sajatértékek, mas intervallumokon
diszkrétek. Ilyenkor a targyaldsba mindkét esetet be kell venni:

A—4; A, =a,p,, ¢, €L, (4.96)
Ap(&,a)=ap(&,a); p(é.a)eL,. (4.97)
Tetszdleges kvantummechanikai allapotbeli hulldmfiiggvény felirhaté mint
Y= c0,+ [c(@)p aMa, (4.98)
n {a}
ahol ¢, =(p,,¥). (4.99)
c(a) = (p(&,a), ) (4.100)

Ahhoz, hogy a fenti feltételek mellett a (4.98) felirasmod igaz legyen,
teljesiilnie kell az altalanositott ortonormalési feltételeknek

(90s00) = Oy (4.101)
[o" (€ aw(& a)ds =5(a-an, (4.102)
4

¢s a teljességi feltételnek:
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> 2., (E)+ 97 (6. a)p(&' a)da = 5(E &) . (4.103)

n {ll}
Ugyanakkor igaz (bizonyithatd) az altalanositott Parseval-0sszefiiggés:

Ylef + [let@] da=(¥,w). (4.104)
n {a}
A fentiek figyelembevételével kiszdmithatd az 4 fizikai mennyiség atlagértéke
a ¥ hullamfiiggvénnyel jellemzett kvantummechanikai allapotban:
c

- : |c(a)|2 ada .

=Xrgrert | vy

n {a}
A fenti képletet hasonldan értelmezhetjiik, mint ahogy a diszkrét és folytonos

(4.105)

spektrumok esetén tettiik. Ha <‘P,‘P>:1, akkor |cn|2megadja annak a

valdszintiségét, hogy a mért A4 érték a, legyen, és |c(a)|2da annak a

valoszinliségét adja, hogy a értéke az a és a+da kozott a folytonos
spektrumban legyen.

4.7 Javasolt feladatok

1. Legyen két tetszdleges ‘V,|,¥, € L, Hilbert-térbeli hullamfiiggvény.
Bizonyitsuk be a Cauchy—Schwarz—Bunyakowszky-egyenlétlenséget:

[P W) PP X8, )
Igazoljuk, hogy az egyenldség csak akkor igaz, ha W¥|,'¥, egymastol linearisan
nem fliggetlen.

2. Tekintsik a p = Edi operatort, amely azon folytonos és derivalhatd ¢(x)
i dx

figgvények terén hat, melyek az értelmezési tartomany hatirain nulldhoz
konvergalnak. Bizonyitsuk be, hogy p linearis és hermitikus operator.

3. Igazoljuk, hogy az
Ap(x) = [F(x- y)p(y)dy

operator linearis €és hermitikus az L,-n, ha az F(z) fliggvény valos.
4. Tekintsiink két 4 és B fizikai mennyiséget, amelyekhez rendelt hermitikus

operatoroknak két lehetséges elfajulatlan sajatértéke van. Az A operator
sajatértékei legyenek a; és a,, a hozzdjuk tartozd normalt sajatfiiggvényeket

jeloljik ¥, és ¥, —vel. Tételezziik most fel, hogy a B operator sajatértékei by,
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1

V2

illetve by, ¢€és a hozzajuk tartozd sajatfliggvények (W, +¥,) ¢és

1
NG

a) Ha a ¥, illetve ¥, allapotokban megmérjiik az 4 vagy B fizikai mennyiséget,
milyen mérési eredményt varunk?

(LP1 _\Pz)-

b) Szamitsuk ki az 4 és B varhato (atlag) értékét a az A és Z?operétorok
sajatallapotaiban.
c) Igazoljuk, hogy a ¥ =c,'¥, +¢,'¥, normalt hullamfiiggvénnyel jellemzett

allapotban <A>W = <‘P,121‘P>
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5. FEJEZET
Kompatibilis és komplementaris fizikai mennyiségek

Ebben a fejezetben részletesen foglalkozunk a mérési folyamattal a
kvantummechanikédban, illetve azzal a kérdéssel, hogy mi torténik, ha egymas
utan tobb fizikai mennyiséget mériink meg egy adott kvantummechanikai
allapotbdl kiindulva. Targyaljuk a kompatibilis és komplementaris fizikai
mennyiségek jelentését, és bebizonyitjuk altalanos esetben a hatarozatlansagi
Osszefliggéseket. Specialis esetként visszakapjuk a hires Heisenberg-féle
hatarozatlansagi 0sszefliggéseket.

5.1 A mérési posztulatum

Lattuk, hogy amennyiben a kvantummechanikai rendszeriink egy A fizikai
mennyiséghez rendelt operator sajatallapotaban van, akkor ebben az allapotban
A értéke egzaktul mérhetd. Azt is megtanultuk, hogy ha a kvantummechanikai
rendszer nincs az A-hoz rendelt operator valamely sajatallapotdban, a

méréseink eredménye akkor is csak az A4 operator valamely sajatértéke lehet.
A mérési eredmények  eloszlasanal  alkalmazott  értelmezésiinket
megfogalmazhatjuk egy posztulatum formdjaban. Ez a mérési posztulatum azt
is kijelenti, hogy mi torténik a kvantummechanikai rendszerrel a mérési
folyamat utan.

A mérési posztulatum:

Ha a y hullamfiiggvénnyel jellemzett kvantummechanikai allapotban az A4
fizikai mennyiséget mérjiik, a mérésiink eredménye mindig az A operator
egy lehetséges a, sajatértéke lesz (21(0,, =a,p,). A mérés utan a

kvantummechanikai rendszer atmegy az a, sajatértéknek megfeleld ¢,
tiszta vagy kevert allapotba. (Hamarosan tisztdzzuk, mit értiink tiszta ¢és
kevert allapotokon.)

Itt megemlitjiik, hogy diszkrét sajatértékspektrumok esetén megtanultuk azt is,
hogy annak a P, valoszintisége, hogy az a, sajatértéket kapjuk a mérés
eredményeként:

of lo.w)N
F= (¥, %) =‘Z)‘P,‘P>‘

,ahol: ¥ = ch%
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A mérési posztulatum egyik azonnali kovetkezménye: ha egyszer megmértiik
az A fizikai mennyiséget, akkor az 4 mennyiség tovabbi mérése (az
eredményiil kapott kvantummechanikai allapotban) mindig ugyanazt az értéket
fogja eredményezni. Ez¢ért, ha egy kvantummechanikai allapotban az A4 fizikai
mennyiség atlagértékét akarjuk mérni, akkor a mérés elétt mindig vissza kell
allitani a rendszert a kiindul6 kezdeti allapotba.

Tisztdzzuk most, mit is értiink tiszta, illetve kevert allapotokon:

Tiszta allapot: Tiszta allapoton olyan éllapotot értiink, amelyhez egy jol
meghatdrozott hullamfliggvény tartozik. Ha az 4 fizikai mennyiség mérése
soran kapott a, sajatérték nem elfajult, akkor a mérés utdn a
kvantummechanikai rendszer egy tiszta allapotba kertil.

Kevert allapot: Kevert allapoton a Hilbert-térnek egy egynél nagyobb
dimenziés alhalmazat értjiik, amelyben a hullamfiiggvény alakja nem jol
meghatarozott. A /< L, egynél nagyobb dimenzios altér tehat kevert allapotot
jelenthet. Ha az A fizikai mennyiség mérése soran kapott a, sajatérték elfajult,
a kvantummechanikai rendszer kevert allapotba keriil. Ezt a kevert allapotot az
elfajult sajatértékhez tartozo sajatvektorok generaljak.

5.2 Kompatibilis fizikai mennyiségek

Két A4 ¢és B fizikai mennyiség kompatibilis, ha egy tetszdleges
kvantummechanikai allapotbol kiindulva egymasutan sokszor megmérve dket
(4, B, 4, B, ...), az A-ra és B-re kapott mérési eredmény mindig ugyanaz lesz.
Ezt a tényt Ggy szoktuk megfogalmazni, hogy 4 és B egyszerre és egzaktul
mérhetd, vagyis az egymasutani sorozatos mérések nem valtoztatjdk meg az A4-
ra és B-re kapott értéket.

Egy kvantummechanikai allapotban egy A4 fizikai mennyiséget akkor tudunk
egzaktul mérni, ha a rendszer allapota sajatallapota az 4 mennyiséghez rendelt
operatornak, vagyis a ¥ allapotra igaz, hogy:

AY =a¥. (5.1)

Az A és B fizikai mennyiség olyan kvantummechanikai allapotokban mérhetd
egyszerre egzaktul, amely mindkét fizikai mennyiséghez rendelt operatornak
sajatfiiggvénye. Az eldbbiekbdl és a mérési posztulatumbodl kovetkezik, hogy
két fizikai mennyiség akkor lesz kompatibilis, ha a két fizikai mennyiséghez
rendelt operatoroknak van legaldbb egy ko6zos sajatfiiggvényrendszere.

Ez a feltétel, noha fizikailag intuitiv képet ad, nehezen kezelhetd. Ezért
bevezetiink egy ezzel ekvivalens feltételt a két operator kommutéatorat
felhasznalva.
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Két operator kommutatora, példak, kapcsolat a klasszikus mechanika
Poisson-zaréjeleivel

Két operator kommutatora egy Gjabb operatort eredményez. Az A és
B operatorok kommutatorat ugy jeldljiik, hogy [121, l§] :

[zzl,l}] : operator — operator ;

[4,B8]= AB-BA, (5.2)
vagyis: [A BJ‘P ( ) (A‘P) (5.3)
Az eddig ismert operatorokkal néhany azonnali példa:
[, 9] =2(¥) - J(EP) = xp¥ — x¥ = (xy — yx)¥ =0-¥ =0 (5.4)
0 0 0 0
p,p.W=p\p¥Y)-p.(pVY)=|—-ih— | —ih— |¥ —| —ih —ih— ¥ =
(5.5, ) = 5.(5,%)- 5, (5, %) ( i 8x][ i 8y) ( i ay]( i 6xj
0’ 0’
= _}? —(- =0; 5.5
oxoy 7 )Gyﬁx ’ (5:3)
A P . 0 ., 0
[x,p, ¥ =(xp, —px)¥ = x(— lh—)‘l’ — (— in —j(x‘P) =
ox ox
=x(- zh)a—T+(zh)xa—q’+zh\P =[%p.]1= (5.6)
ox ox

[%,p,]¥ =(xp, — p.x)¥ =x AL —ihi (x¥)=0¥=0; (5.7
y y y ay ay

Az elméleti mechanikéban hasznéltuk a Poisson-zdro’jelet, amely a

crer

Ha adott két fizikai mennyiségiink, f és g, amelyek az A4ltalanositott
koordinataktol és impulzusoktol fiiggnek, akkor ezekre a Poisson-zargjel:

f=rp); g=¢g(q,p); i=12..N (5.8)
9 og o %
v ’g}‘Z(a o, o, aq,} 69

Megjegyezziik, hogy a Hamilton-fiiggvényt és a Poisson-zardjelet haszndlva
fel lehet irni a Hamilton-egyenleteket is:
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{q,. =41 (5.10)

p;=1ip;,H}

Ahhoz, hogy beldssuk a Hamilton-egyenletek (5.10) alakjat, eldszor tekintsiik a
kovetkezd egyenldséget:

of oH of oH o . of . d
(=Y L LN 3| L Ly |- (5.11)
—\ 0gq, Op, Op, 0q, —\ 0g, op; dt
Azonnal felirhaté ugyanakkor, hogy
0q. 0oH 0q.0H OH
{q,-,H}=Z(—’—— / jz , (5.12)
dq, dp; Op, 9q, ) Op,

ahol a summa alatt a masodik tag azért lesz nulla, mert az altalanositott
koordinata és a megfeleld altalanositott impulzus fliggetlenek egymastol.
Hasonléan a kdvetkezd (5.13) egyenletben az 6sszeg alatt az els6 tag tiinik el:

{p, H}:Z %G_H_%G_H =_8_H‘ (5.13)
” dq; op; p, oq,)  0q,

i

Az (5.11), (5.12) és (5.13) egyenletekbdl kovetkezik, hogy a Poisson-zarojellel
felirt Hamilton-egyenletek azonosak a mar ismert alakkal:

i,=o
. _é_H (5.14)
J aqj
A Poisson-zardjelek néhany alapvetd tulajdonsaga:
1. {f.g}=—-{g. f} antikommutélas (5.15)
2 U +g.hi={f.np+{g.ny: {f.ghb={f gl + glf.n}: (5.16)

A klasszikus mechanikdban hasznalt altalanositott impulzus és koordinata
komponensekre igaz:

aq. 5%« aq. aqj
g (= ! —— =0, 5.17
{ql ‘]_,} gﬁ%c op;,  Op, 0q, ( )
op. Op. Op. Op.
{p”pj}zz P, pj _ D, p! :O, (518)

T 04, Op, Op, 0q,

0q, 5]9; 0q, ﬁp..
or = Y o o a0
k 04y OPy Pr 94 (5.19)
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A kvantummechanikdban a kommutator felel meg a klasszikus mechanika
Poisson-zarojelének. Kvantummechanikaban azonban a ,,{,}” szimb6lum nem
ugyanazt  jelenti, amit a  klasszikus  mechanikdban  jelentett.
Kvantummechanikaban a ,,{,}” szimbolum az antikommutatort jeldli, amit a
kovetkezoképpen értelmeziink:

{ﬁ,é} : operator — operator ;

\4,B}= 4B + BA (5.20)
vagyis: {/],E’}"P = A(é?)%— E‘(;l‘l’) (5.21)

Az antikommutatort egyelére nem fogjuk hasznélni, itt csak azért emlitettiik
meg, hogy vilagossa tegyiik, hogy ez nem ekvivalens a Poisson-zarojellel.

Kompatibilitas és kommutalas

Tétel: Két fizikai mennyiség (4 és B) kompatibilis, ha a hozzajuk rendelt
operatorok kommutalnak. A tétel forditott irdnyban is igaz.

Bizonyitas:
Bebizonyitjuk elészor a tételt direkt iranyban: kompatibilis = kommutalas.

Feltételezziik, hogy az 4 és B mennyiségekhez rendelt operatoroknak van egy
kozos sajatfliggvényrendszeriik:

~

Ag,=ap,. Bp,=bgp, (5.22)

A bizonyitds soran dolgozzunk diszkrét sajatfiiggvényhalmazzal, ez nem
befolyésolja a bizonyitas menetét, azonban egyszeriibb leirni a bizonyitast. Egy
tetszOleges allapot hullamfiiggvényét kifejthetjiik a kozds sajatfliggvények

segitségével: ¥ = ch%

Az A és B fizikai mennyiségekhez rendelt operatorok kommutatoranak a hatésa
egy tetszdleges hullamfliggvényre:

(A B~ 80T, = 4 B, |- B A )= { T |- B Zaco -
= ab0, =2 4,b,e,0, =0. (5.23)

Ezaltal a tétel direkt irdnyban bizonyitott. Bizonyitsuk most a tételt forditott
iranyban: kommutal - kompatibilis.
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Tételezzikk fel tehat, hogy [,Zl,é]zO. Legyenek: zzlgon =a,p, az

A sajatfiiggvényei. Eldszor tekintsiik azt az esetet amikor az a, értékek nem
elfajultak.

Bl40,)=B(a,0,). (5.24)

ilBg,)=a,Bg,, (5.25)

vagyis a é@n ugy viselkedik, mint egy sajatfliggvény, ami szintén a,-hez
tartozik: —= f?gon =c,p, tehat ¢, sajatfliggvénye a Bnek is. Minden

sajatértékre ezt a gondolatmenetet alkalmazva bebizonyitjuk, hogy van egy
kozos sajatfliggvényrendszer, €s igy az 4 €s B mennyiség kompatibilis.

Ha az a, elfajult sajatérték, akkor: Ap’ =a ¢ ; i=1k (5.26)
Blig)=a,Bo.. (5.27)

Felhasznalva, hogy a két operator kommutal: 21(13’(02): a, (Z?go,’;) >Bg el

ahol T egy alteret jel6l a Hilbert-térben. A T'c L, alteret a ¢, fliggvények

generaljak. Ez az altér zart a B operatorra nézve, vagyis csak azaltal, hogy a

B -vel hatunk, nem lehet kilépni az altérbdl, mert a fenti egyenldség minden i
= 1,2,....k-ra igaz. Altalanos esetben a ¢, fliggvények nem sajatfiiggvényei

a B operatornak, de a I" altéren ezeknek képezhetd olyan linedris kombindcidja,
amelyek sajatfiiggvényei lesznek a B operatornak:

u, =3¢, gy, hogy Bu,=bu,. (5.28)

(A T altéren is kell a B operatornak sajatfiiggvényei legyenek, mert a B
sajatfiiggvényeinek a halmaza egy bazist alkot az egész L, téren.) Ezekre az

u, sajatfuggvényekre igaz, hogy az A -nak is sajatfliggvényei lesznek, mert:
Iauj = ﬁzclw’f’ = chza¢lll = Zcianwii =anzci(0)i :anuj . (529)

Vagyis u;a kozos sajatfliggvényrendszer a I" altéren. Az Osszes sajatértek

esetén ezt megismételve  bizonyithatd, hogy van egy  kozos
sajatfliggvényrendszer, és az A és B mennyiség igy kompatibilis.
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5.3 Teljes megfigyelheté6 mennyiségrendszer és a hullamfiiggvény
meghatarozasa

Tobb fizikai mennyiség akkor kompatibilis, ha paronként kompatibilisek.

Definicié: Az A;, Az ..., A, mennyiségek egy teljes kompatibilis rendszert
alkotnak, ha kompatibilisek, és csak egyetlenegy k6z0s
sajatfliggvényrendszeriik van. Béarmely #n—1 mennyiségnek ebbdl a
rendszerbdl tobb mint egy kdzos sajatfliggvényrendszere lesz.

Ha azt szeretnénk, hogy a kvantummechanikai rendszeriink egy kevert
allapotbol egy jol meghatarozott tiszta allapotba keriiljon, akkor sziikségiink
van egy masik B fizikai mennyiség mérésére is, amelyet meg tudunk mérni az
A mennyiség mérése utan. Ha az 4 és a B mennyiségek kompatibilisek, akkor a
két mennyiség egymasutani mérése utdn a kvantummechanikai rendszer mar
csak az A és B mért sajatértékeihez tartozo kozos sajatfliggvények altal
generdlt I’c I' altéren ,,mozoghat”. Ezt az alteret 0jabb kompatibilis
mennyiségek mérésével csokkenthetjiik egészen addig, amig a hullamfiiggvény
jol meghatarozotta valik. Egy teljes megfigyelhetd mennyiségrendszer
egymadsutani mérésével a kvantummechanikai rendszer mindig tiszta allapotba
hozhato!

5.4 Nem kommutal6, komplementaris fizikai mennyiségek.
Hatarozatlansagi relaciok

Két fizikai mennyiség komplementaris, ha nem kompatibilis, azaz : [121,1-}] #0.
Legyen az A és B kommutatora egy ujabb C operator: [12!,[?] =iC. (5.30)

A ¥ kvantummechanikai allapotban az 4 és B mennyiségek mérésének a
diszperzioja:

(AA)?P:<(21—<A>)Z>W (A = (2 (4. (531)
(AB)1:<(E—<B>)2>W (8B), = (B%) ~(B)}. (532)

Bevezetiink most két 0j operatort: oAd=A- <A>\P . 0B=B- <B>\P . (5.33)

Tudva, hogy A és B hermitikusak, azonnal kdvetkezik, hogy o4 és OBis az.
Ezekre az uj operatorokra igaz, hogy:

[04,0B]=[A,B]=iC. (5.34)
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Felhasznalva, hogy az operatorok hermitikusak és normalt hullamfiiggvényeket
hasznalva (<‘I’,‘I’> = 1):

5 . . . .
(A4), =(04%) =(w.04°%)=(04W,00¥),  (539)
(aB);, = (0B, 0B¥). (5.36)
A Schwartz-féle egyenldtlenséget felirva a mi esetiinkben:
Kaﬁw,aﬁﬂ‘z <(0dw,0iw)(0h¥,0BY). (5.37)
A fenti egyenlétlenségnek egy ,,gyengébb” alakja:
‘Im<af1\y,az§\{f>

"< Kaﬁ\}',aé\yy <(0dw,0iw)(0Bv,08¥) (5.38)

Im(0A'Y, 08 ) = %«aﬁ\y,aéﬂ - <6B\P,821\P>)= %(<‘P,828]§"P> - <‘P,8l§821‘1’>):
: 2ii(<\y,[521, aé]\P>): %(<‘P C‘I’>): %(C}W . (5.39)

A Schwartz-féle egyenl6tlenség alapjan  felirhatjuk  tehat, hogy:
1 .
Z(<C>”")2 < (AA)?,, (AB)i, , vagyis:

%Kc)\w < (a4), (AB), . (5.40)

A fenti egyenlbtlenség az altalanos hatdrozatlansagi Osszefiiggés. Az (5.40)
alapjan: ha <C>\F #0 egy ¥ kvantummechanikai allapotban, és az 4 fizikai
mennyiség pontosan meghatirozott (A4 = 0) akkor a komplementaris B
mennyiségrél nem lehet mondani semmit, mert AB=co. Tehat két nem
kompatibilis (komplementaris) fizikai mennyiséget nem lehet egyszerre
tetszOleges pontossdggal meghatdrozni egy olyan kvantummechanikai

allapotban, ahol <C>\P # 0. Megjegyzendd, hogy két komplementaris fizikai
mennyiség is mérhetd egyszerre ¢s egzaktul olyan kvantummechanikai
allapotokban, ahol <C>W =0. Abban az esetben azonban, amikor

A

C = Konst = ¢ # 0 minden normalt kvantummechanikai allapotban igaz, hogy
(C), =c(¥,¥)=c=0, (5.41)

és ezaltal az A és B fizikai mennyiségek sohasem mérhetdk egzaktul és
egyszerre. Ilyen esetekre az (5.40) altalanos hatarozatlansagi Osszefiiggésnek
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két kozismert alakja van, amelyeket Heisenberg-féle hatarozatlansagi
Osszefiiggéseknek neveziink.

1. példa: Egy adott tengely iranyu impulzus (p,) és a koordinata (x) esete:
[x,px]zih:>6'=h:>AxApng (5.42)

Mivel p, és x komplementdris mennyiségek, ha a részecske x koordinatdja
ismert, a p, impulzusarél semmit nem tudunk. Ha példaul a koordinatatérbeli
hullamfliggvény alakja egy Dirac-delta fiiggvény, akkor az impulzustérbeli
hullamfiiggvény egy lokalizéalatlan sikhulldm

P(x)~S(x—x,) = D(p.)=ce" .

Errél azonnal meggydzddhetiink, ha felhasznaljuk, hogy az impulzustérbeli
hullimfiiggvény a koordinatatérbeli  hullamfiiggvénynek a  Fourier-
transzformaltja. Az (5.42) Osszefliggés az impulzusra és koordinatakra
vonatkozo jolismert Heisenberg-féle hatarozatlansagi relacio:

AxAp. > g (5.43)

Nyilvanval6, hogy hasonl6 0sszefliggés irhato fel az y és z tengelyek mentén is.

2. példa: Az id0 (f) és az energia (E): ezekre a mennyiségekre felirt
Heisenberg-féle hatarozatlansagi Osszefiiggéseknek az értelmezése kissé
komplikaltabb. Itt az ardnylag széleskorben elfogadott Mandelstam—Tamm-féle
értelmezést targyaljuk. Tekintsiink egy mérhetd 4 fizikai mennyiséget, amelyre

adott kvantummechanikai allapotban kiszamithaté A4, és <A>\P. Bevezethet6

ugyanakkor a kovetkezd idéintervallum jellegli mennyiség

(5.44)

dt

amelynek szemléletes és azonnali jelentése az idomérés bizonytalansdaga, ha az
1d6t az 4 mennyiség valtozasan keresztiil mérjiikk. A 7 mennyiségre, illetve a
rendszer E energidjara az adott ¥ kvantummechanikai allapotban szintén
bizonyithat6 az (5.40) tipust hatarozatlansagi 6sszefliggés, €s azt kapjuk, hogy:

AE, -At, _g. (5.46)
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A fenti Heisenberg-féle hatarozatlansagi Osszefiiggés értelmében, ha egy
kvantummechanikai rendszernek megmérjilk az energidjat, és ehhez a
méréshez sziikséges id6t meghatarozzuk valamely mas mennyiség mérésébol, a
kapott energiaérték, illetve iddintervallum hatdrozatlansdga Osszefiigg
egymassal. Minél pontosabban hatarozzuk meg a rendszer energiajat, annal
kevésbé tudjuk meghatarozni a méréshez sziikséges iddintervallum hosszat.

5.5 Javasolt feladatok

1. Adott harom linearis operator: A,B,C. Igazoljuk, hogy:
oy |6.6]= e |+ [A.cs.
en e _ Al A A
b.) e” Ae :A+[C,A]+5[C,[C,A]]+...
c.) P = etebe 2 4] tudva, hogy lﬁ,lﬁ,f}”= [E,lﬁ,é”
2. a) Egy elektron 107"°m szélességii résen halad keresztiil. Mekkora
hatarozatlansagot jelent ez az impulzus rés iranyaban levé komponenseiben?
Szamitsuk ki ugyanezt egy proton esetében, és értelmezziik az eredményt.
b.) Egy elektron L =0.1nm ¢élhosszusagi dobozba van bezarva. Adjuk meg az

impulzus-komponensek hatdrozatlansagat.
3. Bizonyitsuk be, hogy a

2
Y(x,t)= (%j exp[— %Jei(rmg) ’

hullamfiiggvény esetén a AxAp hatarozatlansag a lehetd legkisebb (71/2).

4. Becsiiljik meg az alapallapot energidjat a hatdrozatlansagi Osszefliggés
alapjan az alabbi két esetben:

a.) végtelen mély, derékszogili potencialvolgyben mozgd kvantummechanikai
részecske esetén;

b.) az egydimenzios harmonikus oszcillator esetén.
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6. FEJEZET

Egydimenziés kvantummechanikai rendszerek altalanos
tulajdonsagai

Ebben a fejezetben a stacionarius Schrodinger-egyenletet fogjuk megoldani
né¢hany alapvetd egydimenzids rendszer esetében. Az egydimenzios feladatok
altalanos tulajdonsdgainak a targyalasa utan a kovetkezd konkrét egydimenzids
feladatokat fogjuk megoldani: kvantummechanikai részecske végtelen mély és
véges mélységli potencidlvolgyben, linedris harmonikus oszcillator,
potenciallépcsd és potencialgat. Szamos érdekes, €s a klasszikus mechanikaban
nem vart eredménnyel fogunk megismerkedni.

6.1 Az egydimenzios stacionarius Schrédinger-egyenlet

A stacionarius Schrodinger-egyenletet fogjuk egydimenzidban tanulméanyozni:
Y, = EY,. (6.1)

A stacionarius Schrodinger-egyenlet a Hamilton-operator sajatérték-egyenlete.
Keressiik az E; sajatértékeket és a W; sajatfiiggvényeket. Emlékeztetdiil, a
stacionarius Schrodinger-egyenletet akkor kapjuk, ha egy 1d6tdl fliggetlen
potencial (V) esetén olyan megoldasokat keresiink, ahol a részecske térbeli
megtalalhatosagi valdszinlisége idoben nem valtozik. Nagyon sok i1d6tdl
fiiggetlen potencial esetében a potencidl felbonthaté a koordinatak szerint,
mint:

Vir) =nx)+V,() +V(z) (6.2)
Az x tengely iranyl egydimenzidés rendszerek annak a specidlis esetnek
felelnek majd meg, amikor V>(y)=1/6(v); Vi(z)=1/0(z) (o(y) itt a Dirac-
funkcionalt jeloli). Ezen haromdimenzios potencialt tgy lehet elképzelni, mint
egy x tengely irdnyaba mutatod végtelen mély €s végtelen keskeny vezetd sin.
Amikor (6.2) igaz, a hullamfiiggvényt a

¥(F) = ¥, (), () P, (2) (6.3)
alakban keressiik, ¢s a Schrodinger-egyenlet felbomlik harom egydimenzios
linedris differencidlegyenletre. Azt, hogy a hullamfiiggvényt a (6.3) szorzat
alakban keressiik, ugy tudjuk megindokolni, hogy ilyen alakban mindig kapunk
fizikailag elfogadhat6 megoldasokat. A szamitdsok azonnaliak:
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wid 4 &
[f+2+J%uy%@Mﬁ@+@@ﬂ%@ﬂ%@»mm%uwnﬁa=
dx* dy° dz
=E¥ (0)- ', () F5(2)
(6.4)
Elosztva mindkét oldalt a harom egydimenzios hulldmfiiggvény szorzataval,
_hz[ L YW, 1 dW0), 1 e
P() a0 &t () d

(_ hZ 1 dZ‘P] (x) +I/l(x)]+(_ h2 1 dz\ljz(y) +V2(J/)J+[_ hz 1 d2\}l3 (Z) +V3(Z)j =

> ]+V1(x)+Vz(y)+V3(Z):E=E1+E2+E3
m

2m W (x) di’ 2m,(y)  dy 2mW,(z) dZ
=FE +E,+E,
(6.5)
harom egydimenzids feladatot kapunk:
nod’
— W () V(0 (1) = B P (v)
2m dx
/. nd’
—%A‘P +V ()Y =EY < —%W\Ijz W+, MY, () =E,Y,(y)
n d?
————7 V(2 +V(29)¥;(2) = E;¥5(2)
2m dz

(6.6)
ahol E=E +E, +E,.
Ha egydimenzids, példaul az x tengely iranyaban értelmezett feladatunk van,
akkor V>(y) = 1/6(y); Vs(z) = 1/9(z), és azonnal kovetkezik, hogy Y(y) =
Co(y) €és Y¥iz) = Co(z). A nemtrividlis x tengely irdnyd egydimenzios
feladatunkra a stacionarius Schrodinger-egyenlet

2 2
_nd ‘1’5’0 V()P (x) = E¥(x) <
2m dx
d*¥(x) 2m
+—(E-V(x)¥Y(x)=0, 6.7
ot BV (6.7)
ahol most mar az £ = E; jelolést hasznaljuk.
Eza
~ nod’
H =————+V 6.8
RS (x) (6.8)

operator sajatérték-egyenlete, és megegyezik a matematikabdl ismert Sturm—
Liouville-tipustt  differencidlegyenletekkel. Az  elfogadhato  hulldm-
fliggvényeknek folytonosaknak kell lenniiik. A folytonossag azért sziikséges,

hogy a valosziniiségi aramsiiriség ne legyen sehol végtelen, €és a kontinuitasi
egyenlet minden pontban teljesiiljon. Olyan mozgéasok esetén, amikor a
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kvantummechanikai rendszer kotott (végtelenbe nem mehet el), megkdveteljiik
azt is, hogy a megoldasként kapott hulldmfiiggvényeink a végtelenben nulldhoz
tartsanak, €s igy négyzetesen integralhatok és 1-hez normalhatok legyenek. A
hullamfiiggvény 4altaldban derivalhat6 is, ez a tulajdonsdg a valdszinliségi
aramsiriség folytonossagahoz kapcsolédik. Olyan pontokban, ahol a
valoszinliségi dramsiirliség nem folytonos, a hullamfiiggvény nem feltétlentil
derivalhato. Példaul végtelen mély potencialgddorben levd

kvantummechanikai részecskére a falak mellett a derivalhatdsag nem teljestil.

Tételként kijelenthetjiik: ha a potencidlnak nincs végtelen nagy szakadasi
pontja, akkor a (6.7) Sturm-Liouville-feladatra mindig kaphat6 egy folytonos
¢s derivalhatdé megoldas. Ha a potencidlnak végtelen nagy szakaddsi pontja
van, akkor a hullamfiiggvény ezekben a pontokban nem biztos, hogy
derivalhato lesz.

6.2 Altalanos térvényszeriiségek az egydimenziés Schrédinger-
egyenlet megoldasara

6.2.1 Konstans potencial esete

Sok olyan gyakorlatilag fontos feladat van, ahol bizonyos intervallumon a
potencidlis energia konstans. Vizsgéaljuk tehat eldszor a feladat megoldasat
ilyen intervallumokon. Tekintsiink egy / intervallumot, ahol Vi(x)=V,, VxeI.

A stacionarius egydimenzios Schrodinger-egyenlet:
d*¥(x) 2m
2 Toa

dx h

Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

i—T(E—VO) — k>, haE >V,

(E-V,)¥(x)=0. (6.9)
; . (6.10)
h—T(E— V,)=-k>,haE<V,

1.) Legyen el6szor E > V,. Ilyenkor a bevezetett (6.10) jelolésekkel (6.9) a
kovetkezo alaku lesz:

AW g —0. 6.11)
dx

Mivel ez egy linearis homogén differencidlegyenlet konstans egytithatokkal, a
megoldast: W(x) =ce™ alakban keressiik, és r-ben a kovetkezd egyenletet
kapjuk:
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P4k’ =0=r=dik. (6.12)
A hullamfiiggvényliink ebben a tartomanyban tehat:
¥(x) =ce™ +c,e™ = Acos(kx) + Bsin(kx) = Dsin(kx + @) . (6.13)

2.) E < Vy: Ez az eset klasszikusan nem létezik, ugyanis azt jelentené, hogy a
részecske mozgasi energidja negativ. A kvantummechanikaban azonban ez is
eléfordulhat, ha az I intervallum nem terjed ki az egész térre. A megoldast
ugyanolyan alakban keressiik, mint az E>V) esetében, €s r-ben a kovetkezd
egyenlethez jutunk:

-k =0=>r==%k. (6.14)
A hullamfiiggvényiink ebben a tartomanyba a kdvetkezd alaku:
Y(x)=ce™ +c,e™. (6.15)

6.2.2 Altalanos potencial egydimenziés feladatokra

A 6.1 dbra az egydimenzids feladatokra jellemzd nagyon altaldnos potencialt

szemléltet:
3 AV(x)
T~ |
\
0 X
1
\ -\",/

6.1. dbra: Altaldnos egydimenzios potencidl

Tételezziik fel tehat, hogy a potencidlis energia mind a +oo -ben, mint a —oc-ben
konstans értékhez tart. A potencidlis energia zérd szintjét ugy valasszuk meg,
hogy egyenlé legyen a kvantummechanikai részecskénk potencidlis
energidjaval a +oo-ben. Legyen a részecske potencidlis energidjanak a
minimuma V,;, < 0. A feladatot az E 0Osszenergia harom kvalitativen
kiilonb6z6 értékeire vizsgaljuk (lasd a 6.1 abrat). Az 1. esetben a rendszer
kotott allapotban van (E < 0), a 2. esetben a részecske az egyik irdnyban
szabad (0 < E <V)), a 3. esetben pedig a kvantummechanikai részecske
mozgasa mindkét irdnyban szabad (E>V)). A rendszer energidja nem lehet
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kisebb, mint a V,,;,, mert ez azt jelentené, hogy a mozgasi energia allandéan
negativ, amely még a kvantummechanikdban sem torténhet meg.

l.eset: E<O0

A hullamfiiggvényt fel tudjuk irni a + oo hataresetekben, mert itt a potencial
konstans. Az 1. pontban kijelentettek alapjan:
x>0V >0,E<0=>W¥(x)=ce ™ +c,e’™
Mivel a rendszer kotott, a hullamfiiggvényre kapott megoldas a végtelenben
nullahoz kell hogy tartson, ezért ¢, = 0, vagyis az x — o esetben:
2
Px) ~ e ;g =h—’Z’E. (6.16)
Hasonl6an tanulmanyozhat6 az x — —oo eset is:
x—>—0,V >V, E<0<V, = ¥(x)=ce™ +c,e™ (6.17)

Mivel a rendszer a —oo irdnyban is kotott, a megoldas itt is nulldhoz kell hogy
tartson, ezért c; = 0, és az x — —oo esetén a hullamfiiggvény alakja:
2m
Y(x)~ e k2 =?(V0 ~E). (6.18)

Megjegyzés: V=V, kozelében a megoldas hasonlit a harmonikus oszcillator
megoldasa sordn kapott hullamfiiggvényhez, amit majd egy késObbi részben
targyalunk. Ez a kijelentésiink konnyen belathatd, ugyanis a minimumpont
koriil a V(x) potencidlis energia sorbafejthetd, és a sorfejtés elsd tagja a
harmonikus oszcillatorra jellemz6 négyzetes tagot adja.

Az E < 0 esetben a részecske kotott allapotban van, €s ilyenkor a sajatértékek
spektruma diszkrét. Az E < 0 stacionaris allapotokban (a stacionarius allapotok
a Hamilton-operator sajatallapotai) az energia nem vehet fel tehat barmilyen
lehetséges értéket, hanemcsak jol meghatarozott értékekkel rendelkezhet. Ezen
kijelentéseink abbdl kovetkeznek, hogy a hullamfiiggvényiink a + oco-ben
nullahoz kell hogy tartson. Ez a feltétel csak bizonyos hullamfiiggvények 1étét
engedi majd meg, és ezaltal kvantdlja a lehetséges energia-sajatértékeket.
Konkrét feladatokon keresztiil ezt késObb sokkal vildgosabban belatjuk. Az
egydimenzids rendszerekben a diszkrét sajatértékspektrumokra egy fontos
tételt jelenthetiink ki:

Tétel: Egydimenzids rendszerek esetén a kotott allapotokban a sajatértékek

spektruma diszkrét, és a sajatértékek nem elfajultak. (Ilyen eset példaul a
végtelen mély potencidlgédor vagy a harmonikus oszcillator.)
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Bizonyités:

A tételnek azt a részét, amely a sajatértékek diszkrét spektrumdra utal, nem
bizonyitjuk, azonban részben mar megindokoltuk az elébbiekben. Bizonyitsuk
most azt, hogy a sajatértékek nem elfajultak. A bizonyitast ,,reductio ad
absurdum”-mal végezziik: tételezziik fel, hogy van két egymastol fiiggetlen
megoldas, amely ugyanahhoz az E energia-sajatértékhez tartozik (vagyis a
sajatérték elfajult). Ekkor:

N 2y _oj L

PR [£-V(x)]¥,(x)=0] m (6.19)
dW,(x)  2m o1 L

PRI [E -V (x)]¥,(x)=0] vy (6.20)

A W-el, illetve ¥, -vel elosztott két egyenletet egymasbol kivonva
1 d°P,(x) 1 d°¥,(x)

el B S =0, 6.21
¥, dx’ ¥, dx’ (621)
majd ¥V, -vel beszorozva:
d’¥,(x) d*\¥,(x)
Y, — -y, —22 =0, 6.22
Podx? bodx? (6.22)
A fenti egyenlet felirhatdé mint
Ay ) g dH0)_ (6.23)
dx dx dx
és innen azt kapjuk, hogy: P, a¥ () _ Y, d‘I;f(x) = konst . (6.24)
X
Azx — to esetekb0l azonnal kovetkezik, hogy konst = 0, mivel a
sajatfiiggvény ezen hatarokban 0, és a derivaltak végesek. Tehat
p, ) g a0 (6.25)
dx dx
V) _dH0) g i res W, = o, (6.26)
\Ill \PZ

ami altal ellentmondasra jutottunk, ugyanis a feltételezett két megoldas nem
fiiggetlen egymastol!

A diszkrét sajatértékspektrumhoz tartoz6 sajatfiiggvényekre az egydimenzids
rendszerekre igaz az oszcillaciok tétele. Ezt a tételt itt roviden, bizonyitas nélkiil
kijelentjiik, majd konkrét feladatok kapcsan ennek igaz  voltardl
meggy6zOodhetiink. A tétel értelmében, ha a diszkrét sajatértékeket novekvod
sorrendbe indexeljiik, az n-edik (E£,) (n = 0,1,2...) sajatértékhez tartozd ‘¥,
hullamfiiggvénynek n darab zérushelye (csomdpontja) van. Ha m > n, akkor a
Y,-nek van legalabb egy zérushelye a W, két egymast kovetd zérushelyei kozott.
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2.eset: 0<E <V,

Ebben az esetben a kvantummechanikai részecske mozgésa az egyik iranyban
(+o0) szabad (végtelen).

. 2
x >0, E>0= ¥(x)=Dsin(kx + @), k’ :h_TE (6.27)
A kvantumechanikai rendszer az x — —oo iranyban kotott, a hullamfiiggvény
viselkedése az x — —oo hataresetben:
2m
h_2

x— -0, V=V, E<V,=>¥x)~e" ¢’ ==—(V, - E) (6.28)

A sajatértékek spekruma ebben az esetben folytonos, a sajatfiiggvények
négyzetesen nem integralhatok, és a sajatértékek nem elfajultak (az el6zd
bizonyitas ugyanugy miikodik, azzal a kiilonbséggel, hogy most a konst = 0-t
csak az x — —oo ben tudjuk bizonyitani, de ez elegendo is).

3.eset: E>Vy

Ilyenkor a részecske mindkét irdnyban szabadon tud mozogni.
2m

x—>w, V=0, E>V=Y¥x)=Dsin(/,x +p),l,’ :h—zE (6.29)
x—>-0, V=V,
E <V, = ¥(x) = D'sin(l,x + p),1,> = i—T(E— 7,) (6.30)

A megoldasképpen kapott W hullamfiiggvények négyzetesen nem
integralhatok. A sajatértékek spektruma folytonos, a sajatfiiggvényeket a (6.13)
kifejezés adja, és a sajatértékek kétszeresen elfajultak. Az, hogy a sajatértékek
kétszeresen elfajultak, azonnal kovetkezik a sajatfiiggvények (6.13) alakjabol,
ahol két egymastol fliggetlen fliggvény Gsszege szerepel.

6.3 A sajatfiiggvények paritasa

Amikor a V(x) potencialis energiafiiggvény paros, érdekes tétel bizonyithatd a
sajatfiiggvények paritasara vonatkozoan:

Tétel: Ha V(x) paros fiiggvény, ¢és ha a sajatérték nem elfajult, a
sajatfliggvények vagy paros vagy paratlan fliggvények. Az alapallapothoz
tartozd sajatfliggvény mindig paros (nincs csomoépontja). Ha a sajatérték
kétszeresen elfajult, akkor mindig képezhetd két olyan linearisan fiiggetlen
sajatfliggvény, amelynek jol meghatarozott paritdsa van (paros vagy paratlan
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fliggvény), és a sajatfliggvények altalanos alakja felirhatdo ezek linearis
kombindaciojaként.

Bizonyitas:

1). Ha a sajatérték nem elfajult

Az egydimenziés Schrodinger-egyenlet:

d*¥(x) 2m
+—(E-V(x))¥Y(x)=0. 6.31
PRIy ( (x)¥(x) (6.31)
Felhasznalva a potencialis energia paritasat, az x - —x valtozdcserével:
2
V(i—x)=V(x)= % + i—T[E -V (x)|¥(-x)=0. (6.32)
X
Ezek alapjan W(—x) szintén megoldas.
Mivel a sajatértékek nem elfajultak = W (—x) =c¥(x), (6.33)

ugyanis W(x) és W(—x) ugyanahhoz az energidhoz tartozd megoldasok.
Felhasznalva tehat a (6.33) Osszefiiggést:

P(—x)=c¥(x)=c’¥Y(-x)=>c’ =1=c==I, (6.34)
ha c=1—->Y(x)=¥Y(—x) a fiiggvény paros, (6.35)
ha c=-1->Y¥Y(x)=-¥Y(—x) a fliggvény paratlan. (6.36)

A sajatfiiggvények tehat vagy parosak vagy paratlanok. Mivel az
alapallapothoz tartozd sajatfiiggvénynek nincsenek csomopontjai (az
oszcillacio tétele alapjan), ez a sajatfliggvény paros kell legyen.

2). Ha a sajatérték kétszeresen elfajult
Ebben az esetben egy E értékhez két egymastdl fiiggetlen Wi(x) és Wa(x)
fliggvény tartozik. Az el6zd esethez hasonldéan Wi (—x) ¢és W, (—x) szintén
egymastol fliggetlen megoldéasok, és a kovetkezd esetek lehetségesek:
a. Ha a ¥ (x) és W(x)-nek is jol meghatarozott paritasa van, akkor a
keresett fliggvényeink maguk a ¥ (x) és W,(x) fliggvények. (6.37)
b. Ha legalabb az egyik WY (x) vagy YWa(x) fiiggvénynek nincs jol
meghatdrozott paritasa, ebbdl az kdvetkezik, hogy a masiknak sem lehet,
ugyanis ilyenkor W, (—x)=CY¥,(x) és V¥,(—x)="Y,(x)/C. Ilyen esetben
képezhetdk a nem nulla
{@Dl(x) = () + ¥, ()
©,(x) =", (x) - ¥, (-x)
fiiggvények, amelyekre igaz, hogy szintén sajatértékei az egydimenzios
Schrodinger-egyenletiinknek, és amelyekre igaz, hogy:
,(x)= D, (~x) (6.40)
D,(x)=-D,(—x) (6.41)

(6.38)(6.39)
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vagyis @, (x) paros sajatfliggvény, és @,(x) pdaratlan sajatfliggvény.
Mivel ezeknek kiilonbdz0 paritdsa van, egymastol linearisan fiiggetlenek,
¢s minden sajatfiiggvény kifejezhetd ezeknek a lineéaris kombindciojaként.

6.4. Példak egydimenziés ké6tott kvantummechanikai rendszerekre

6.4.1 Végtelen mély potencialgodor

A stacionarius Schrodinger-egyenletet akarjuk megoldani egy végtelen mély
potencidlgddorben. A végtelen mély potencidlgddrdt az egyszeriiség kedvéért
az x = 0 pontra szimmetrikusnak tekintjiik, ¢s matematikailag a kovetkezd
alakban értelmezziik:

0,x € (—a,a)

V(x)= { (6.42)

0, X € (—wo,—a]Ula,x)

A v

6.2. abra: Végtelen mély potencialgodor az x tengely iranyaba mozgo
kvantummechanikai részecskére

A stacionarius Schrodinger-egyenletet
- h d’Y
HY =———+V(x)¥Y =E¥Y
2m dx (6.43)
X< —a

harom tartomanyban kell megoldanunk: <x € (—a, a)
>a
Azon tartomanyokban, ahol a potencial végtelen, a megoldés azonnali:

x<-a
} ¥Y=0

xX=a
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A kozbeeso tartomanyban az egyenletiink a kovetkezéképpen néz ki:
2 2
_hd lf - ‘P"+2m—2E‘P =0.(E>0)  (6.44)
2m dx h

A megoldast a P = exp(bx) alakban keressiik, ahonnan adodik:
2mE

h2

r2+b:0—>r=ii\/z, b=

Vhe cze_i

" xe(-a,a) (6.45)

Amint azt az egydimenzios rendszerek altalanos tulajdonsagainal targyaltuk, az
Ossz-hullamfiiggvénytél megkoveteljiilk, hogy folytonos legyen az egész
(o0, +00) intervallumon. A folytonossag azonban csak a —a és a pontokban
lehet probléma, ahol ez a kikotés a kovetkezo feltételekhez vezet:

Y(-a)= cle_’ﬁ“ + czei*/z” =0
Y(a) = cle’ﬁ" + cze_i*/z” =0

= Y(x)=ce

(6.46)
Mas  megkozelitésben, a  hullamfiiggvényiink  atirhat6  harmonikus
fliggvényeket tartalmazoé tagokkal

P(x)=ceV" + e 5> W(x)= 4 sin(\/Zx)+ B cos(\/Zx), (6.47)
¢s ebben az esetben a folytonossagi feltételeink:
Y(—a)=-4 sin(\/za)%r B cos(\/za) =0
Y(a)=4 sin(x/ga)+ B cos(x/ga): 0 (6.48)

Megoldasaink az 6sszes olyan nem konstansul nulla harmonikus fiiggvények,
amelyekre a fenti feltétel teljesiil. A két egyenletet Osszeadva, illetve kivonva,
egy egyszeriibb feltételparhoz jutunk:

¥(-a)+¥(a) = 2B coskba) =0 _ [Beosba)=0 649
W(-a)—¥(a) = -24sin[Vba)=0 | 4sin(ba)=0 '
A kovetkezo két tipusu megoldas lesz tehat elfogadhato:
1)A=0&sB#0, coslyba)=0 =¥(x) = Beos|vba) (6.50)
coslvba)=0= ba = (2k+ D2k =012 (65D

A fenti (6.51) egyenlet a kvantummechanikai rendszer lehetséges energidira a
kovetkezo feltételt adja:

2 5. 2 232
E:(zk;l] 7°h :(2k+1)”h k=0,1,2....

2

2
2ma 8ma (6.52)
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2)B=06ésA#0, sin[vVba)=0 = ¥(x) = 4sin(Vbx) 653)

sin(vVba)=0= vba=2kZ k=12...
2 (6.54)

Ak =0esetbenab =0 (E = 0), ekkor azonban ¥ = 0 az egész tartomanyban

¢s ez a hullamfiiggvény szdmunkra nem elfogadhat6, tehat ezt a megoldast

kizarjuk. A (6.54) egyenlet a kvantummcehanikai rendszer lehetséges

energidira a

2 232 2 222
_Kz rz _ k) zn =12,

2

2ma 8ma (6.55)

feltételt adja. Az energiara kapott diszkrét spektrum két esetét ((6.52) és (6.55))
Osszefoglalhatjuk egy feltételként is:

E

2_ 232
L T
8ma (6.56)
Az n kvantumszdmhoz tartozé hullamfiiggvények (sajatfiiggvények) alakja:
: (mr A\
Asin —x), n paros
¥, ()= 2
nr ) )
Bcos(—x , nparatlan
2a ) (6.57)

Az n = 1234 esetben a hulldmfiiggvény (V) és a megtaldlhatosagi
valoszinliség-stiriiség (P?) a 6.3 abran lathatok:

A megoldott feladattal kapcsolatban most néhany Iényeges megjegyzést
tesziink:

1. A kapott energia-sajatértékek nem elfajultak, egy energiaértékhez csak
egyetlen kvantummechanikai allapot tartozik. A lehetséges energiaértékek
spektruma diszkrét.

2. Amint azt az altalanos targyalaskor lattuk, mivel a potencial szimmetrikus a
(6.57) hullamfiiggvények mind vagy parosak, vagy paratlanok. Az
alapallapothoz tartozé hullamfiiggvény paros.

3. A kapott (6.57) hulldmfiiggvények egy bazist alkotnak a [—a, a]
intervallumon értelmezett f(x) egyvaltozos valos fliggvények terén, amelyekre
flal = fl-a] = 0. Egy tetsz6leges ilyen tipusu fliggvény kifejthetd a (6.57)
sajafiiggvények szerint, és ezt a kifejtést nevezziik Fourier-sorfejtésnek:

f®=XC¥ (x)=> 4 sin(-Zx)+ B, cos("Zx) - (6.58)
n n 2a 2a

4. Az n = 1,2,3... kvantumszdmokhoz tartozé sajatfiiggvénynek n—1
zérushelye van a (—a,a) intervallumon.
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O.‘5 1 0.5
1
0.5
= -0.5 0.5 1
.5
-1 0.5 1
0.5
- -0.5 0.5 1
0.5
4 0.5 1
1
0.5
-1 0.5 0.
0.
-1 -1 —0‘.5 0:5 1
6.3. abra: Az elso négy hullamfiiggvény

és modulusnégyzetiik a végtelen mély
potencidlgodor esetén (a bal oldali dbrdakon P, a jobb oldaliakon a |¥|° ).

Lathato, hogy alapallapotban a részecske legnagyobb valoszinitiséggel a
potencialvolgy kozepén talalhato
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6.4.2 Linearis harmonikus oszcillator

A linearis harmonikus oszcillator Hamilton-fliggvénye

2 2

=L [P 2 (6.59)
2m

ahol o az oszcillator korfrekvencidjat jeloli, m pedig a harmonikus mozgast

végzd részecske tOmege. A mozgds tehat az U :Tpotencmhs térben

torténik. Ilyen térben valdo mozgas nagyon éltalanos, és kitlintetett jelentdséggel
bir, ugyanis nagyon sok minimumponttal rendelkezé potencial a minimumpont
koril (dU/dx = 0 pont koriil) ezzel a potencidllal kdzelitheté meg:

1
x x=a

X=a

U(x)=U(a)+

U(x):U(a)+l;(x_a)2+m y—x—a o U(x'):U(0)+l;x’2+...

(6.61)
Ha a potencilalis energia nullpontjat tigy valasztjuk meg, hogy U(0) = 0, és k #
0 akkor x=a kornyezetében:

k"
U= >

. (6.62)
Minden részecskének a kis amplitudoji rezgése a potencialis energia
minimumpontja  koriil klasszikusan egy harmonikus rezgémozgassal
kozelitheté meg, ha £ = 0. Lassuk most, mit mondhatunk a kvantummechanika
keretében errdl a nagyon altalanos esetrol.

A stacionarius Schrodinger-egyenlet a fenti harmonikus potencial esetében:

2 2 2
—f—ierm;) PV = EY &
m dx
d*W(x) 2m( ma’x*

Ha a harmonikus potencidlt az egész (—o0,00) intervallumra kiterjesztjiik, a
rendszer minden E energiaértékre kotott lesz, és igy W(x)-re négyzetesen

integralhatd megoldasokat keresiink (W¥(x) — 0, hogyha x — too, ugyanis

hatarértékekben V' — o0 ). Az egyszerilibb szamitasok végett a (6.63) egyenletet
atirjuk a £ adimenzionalis (mértékegység nélkiili) valtozora:
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= ,/’"7“’)(; > dé= ,/’%“’dx . (6.64)

A kovetkezo egyenletek adodnak:

d‘P(f)m_a)_Z_m mo’ h _n.
P ( 5 Ej‘l’(f) 0; (6.65)

d*¥P (&) mw _mo
& h f (&) + E‘P(Cf) 0; (6.66)
dzg(;’g) EY(E)+ —E‘P(f) 0; (6.67)
d%&ﬁ) +Qe-& =0, (6.68)
ahol £ = % . (6.69)

A fenti (6.68) differencidlegyenletnek a négyzetesen integralhatdé megoldasait
keressiik, vagyis haé — to0 = W(&) > 0. A & — o0 hatarértékben a (6.68)

egyenletiink

d*¥.,. (&)
= A\ 24 v, 0, (6.70)
e -&Y.L(©)=
¢és konnyen belathatd, hogy ennek az elfogadhatd megoldasa a tekintett hatarértékben
&
Y, (&)=c 6.71)

alakl, ugyanis ¥, '(&)=—Eexp(—&°/2) és:
Y. "(E) =& —Dexp(=¢£7/2) ~ & exp(=£7/2).

Az egész (—ao, o) intervallumon a megoldast tehat a

2

Y()=e 5 V), (6.72)
alakban keresstik, ahol V(<) egy tetszoleges, de véges foka polinom lehet. A #oo-
ben ennek a fiiggvénynek a viselkedése megfeleld lesz, ugyanis az exponencialis
tag biztositani fogja azt, hogy a végtelenben a megfeleléképpen nullahoz tartson
a hullamfiiggvény. V(&)-re felirt egyenletiink a Hermite-polinomok egyenlete:

d'v($) Y av(s)

g’ dg
Kesessiik tehat V(¢)-re a megoldast a kovetkezd altalanos véges n-ed fokl
polinom alakban

V(€)=a, +aé+a,E +a,E +.+a,l +..+a,l" (6.74)

+(2e -1 (&)=0. (6.73)
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ahol tételezziik fel, hogy an #0. Ilyen esetben

Behelyetesrwe ezeket a (6. 68) egyenletbe

21(1 Da, & 2.§Zla E 4 (e - I)Za &=
= "22:[(1' +1)(i +2)a,,, - 2ia, + (26 —1)a, E' +(2e —1-2n)a,E" + (26 —1-2n—2)a, "' =0

i=0

(6.76)
Ahhoz, hogy a (6.68) differencialegyenletre egy ilyen megoldast kapjunk, &
minden hatvanyanak az egyiitthatoja kiilon-kiilon nulla kell hogy legyen:
(i +1)(i+2)a, , —2ia, + (26—, =0 = a,, —a, 2 —2F1
(l + 1)(1 + 2) (677)
Mivel a; = 0 minden i>n esetre, sziikséges, hogy a,; = 0 és apn = 0, amibol
(6.77) szerint az kovetkezik, hogy:
a,(2e-1-2n)=0;
a, [2e -1-2(n-1)] =
Szintén (6.77)-bdl kovetkezik, hogy a sorozatot az elsé két elem megadasaval
tudjuk generalni: ay és a; meghatarozza tehat a sorozatot. A (6.78) és (6.79)

(6.78) — (6.79)

osszefliggések alapjan azonban, mivel a, # 0, kovetkezik:
R (6.80)
2

¢s feltétleniil az kell, hogy: a,.; = 0! A (6.77) szerint igy a,; = a,.5 =...= 0. Két
esetet fogunk tehat megkiilonboztetni: 1) n paros: ag # 0 és a; = 0, ilyenkor ay
# 0 ¢és ayu1 =0;

2) n paratlan: ap = 0 és a; # 0, ilyenkor axy = 0 és ax+; = 0. Abbol a feltételbol
tehat, hogy V(&) véges fokl polinom, kovetkezik, hogy & nem vehet fel akarmilyen
értéket, a lehetséges értékei az n = 0,1,2,3,... pozitiv egész kvantumszam (a
polinom foka) altal kvantaltak (6.80). A lehetséges hullamfliggvények

£
Y(&)=e 2V () (6.81)

alaktak, ahol a V($)=cH, (&) megolddsaink a Hermite-polinomokat

értelmezik (¢ egy megfeleléen megvalasztott normalasi konstans). Az n-ed
fokti Hermite-polinomok megszerkeszthetok felhasznalva a V(&) egyiitthatoi
kozott kapott (6.77) rekurzios 0sszefiiggéseket, kiindulva vagy tetszéleges ap #
0 és a; = 0 (n paros), vagy ap = 0 €és a; # 0 (n paratlan) értékbdl. Az n
kvantumszadmhoz tartoz6 sajatfiiggvényiink tehat
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&
¥, (&) =Ce 2 H,(S)

ami felirhatd az eredeti x valtozonk segitségével is:

¥ (x)= Cne_"an( /’”T‘Ox]. (6.83)

Az energia lehetséges értékei (a Hamilton-operator sajatértékei) kdvetkeznek a
(6.69) és (6.80) alapjan:

E=cho= (n + %)ha}, n=0,1,2,...

(6.82)

(6.84)
Megjegyezziik, hogy ez a kvantalasi feltétel eltér attol, amit a Bohr—
Sommerfeld-féle kvantalasbol kapnank: az energiaszintek kozott a
kiilonbségek ugyanakkorak, de ebben az esetben létezik egy nullponti energia
(n =0 esetén E # 0).

A Hermite-polinomokat matematikai tablazatokbol is megkaphatjuk. A C,
normaléasi egyiitthato is megkaphatdé az n-ed foki Hermite-polinomok
ismeretében. Az n =0,1,2,3,4 és 5 értékhez tartozo Hermite-polinomok:

H () =1
H,(5)=2¢
H,(&)=-2+4& (6.85)

H, (&)=-12&+8¢°

H,(&)=12-48E% +16&°

H,(&) =120& —160&° +32&°
Az n-ed foki Hermite-polinom altaldnos alakja alapjan felirhaté a normalt
hullamfiiggvények altalanos alakja:

1 maw 1 max’ /ma)
- | == = . 6.86
Y (x) T”n!)[ j exp( o )Hn[ 7 xJ ( )

Akarcsak a végtelen mély potencialgddor esetén, itt is a kdvetkezo
megjegyzéseket tehetjiik:

1. A kapott energia-sajatértékek nem elfajultak, egy energiértékhez csak egyetlen egy
kvantummechanikai allapot tartozik. A lehetséges energiaértékek spektruma diszkrét.
2. Amint azt az Aaltalanos targyalds keretében szimmetrikus potencidlokra
eldrejeleztiik, a (6.86) hullamfliggvények mind vagy parosak vagy paratlanok.
Az alapéllapothoz tartoz6 hullamfiiggvény paros.

3. A kapott (6.86) hullamfiiggvények egy bazist alkotnak a (—oq ) intervallumon
értelmezett f(x) egyvaltozds valos €és négyzetesen integralhatd fiiggvények terén.
Egy tetszdleges ilyen tipust fliggvény kifejthetd a (6.86) sajatfliggvények szerint.
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4. Az n = 0,1,2,3... kvantumszamhoz tartozé sajatfiiggvénynek n zérushelye
van a (—oo, ) intervallumon.

2 4
2 4
0.6 0.35
0 0.3
0.25
0.
0ol2
7 2 .
-0.2 0.
—0.4 0.
-2 2 4
2 4

TR
it

i N i

6.4. abra: Az elsé hat kvantumallapothoz tartozo hullamfiiggvény és a
megtalalhatosagi valoszintiseg-siiriiség (jobb oldali oszlop) linearis harmonikus
oszcilldtor esetén; (a bal oldali dbrdkon ¥, a job boldalin meg | ¥1°)

2 4
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6.4.3 Véges mélységli potencialvolgy

Tanulményozzuk egy részecske viselkedését V) mélységli potencidlgodorben.
Legyen a rendszer potencialis energidja tehat V(x) = -V, ha |x|<a, V(x) =0, ha
|x|>a. Tekintsiik a -V < E < 0 esetet.

A V(X

v

6.5. abra: Véges mélységii potencialvolgy

Mivel ebben az esetben a részecske véges mélységli potencidlgddorben
talalhato, nem éallithatjuk, hogy a (—a, a) tartomanyon kiviil a hulldmfiiggvény
mindig nulla. A harom (I, II. és III. ) tartomanyban (6.5 abra) a staciondrius
Schrodinger-egyenlet:

n* d’y,(x)
—— L= |E ;X <—a;
R |E|y,(x);x<-a
ht d'y,(x)
_ETZZ =(V,—E Dy, (x);| x|< a; (6.87)
n? d y,(x)
- 3 |E x);x > a.
YR | E [y;(x)

Mivel a potencialis energidnak egyetlen pontban sincs végtelen nagysagu
ugrasa, megkoveteljiik, hogy a hulldmfiiggvény minden pontban folytonos ¢€s
folytonosan derivalhato legyen. A folytonossag és derivalhatdsag problémaja a
—a ¢s a pontokban tevddik fel, és igy a kovetkezd egyenleteket kapjuk:

v, (-a)=y,(-a);
l//?(a):‘/ﬁga); (6.88)
v (-a)=y,(-a);

i (a)=y;(a).
Tanulményozzuk az E<V), kotott allapotokat. Ilyen esetben a megoldasként
kapott hullamfiiggvények négyzetesen integralhatok kell hogy legyenek, ami a
kovetkezo feltételekhez vezet:
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li =0;
lim y, (x) (6.89)

lim v, (x)=0;
Figyelembe véve a fenti hatarfeltételeket és azt, hogy a potencidl mindharom
doméniumban konstans, a hullamfliggvényeket a kovetkezd alakban keressiik:

y,(x)= Aleklx )
w,(x)= A, cos(k,x) + B, sin(k,x), (6.90)
y5(x)=Bye™,
ahol a kovetkezd jeldléseket vezettiik be:
k= 2m \ZE |;
h (6.91)

o _ [m0—IED
BT

A (6.88) folytonossagi ¢s a derivalhatosagi feltételeket alkalmazva a
hullamfiiggvényekre a kovetkezd egyenleteket kapjuk:

Ae ™ = A, cos(k,a) — B, sin(k,a);

k,Ae™ =k, A, sin(k,a) + k, B, cos(k,a);

A, cos(k,a) + B, sin(k,a) = B,e™;

—k, 4, sin(k,a) + k, B, cos(k,a) = —k,B,e™".

Egyszerli szamitasok utdn (0sszeadva és kivonva az els6 és a harmadik, illetve
a masodik és negyedik egyenletet), a kdvetkez6 egyenletekhez jutunk:

(6.92)

k, =k, tan(k,a) ha 4; #—B3 és A, #0;, (6.93)

—k, =k, cot(k,a) had; #Bsés B, =0 (6.94)

Bevezetjiik most a kovetkezd valtozocseréket: x =k,a; y=ka. (6.95)
Ekkor a fenti egyenletek:

k, =k, tan(k,a) < y =xtan(x); (6.96)

—k, =k, cot(k,a) < y=—xcot(x). (6.97)

Azonnal észrevehetd, hogy az x és y valtozOkra fenndllnak a kovetkezd
egyenletek:

x*+y° :az(k12+k22}
x4y :az(2m|E|+ 2m(V0—|E|)ij2 f Yy e (699

I/ /. h’
Az y ismeretében az energiaértékek azonnal meghatarozhatdk, felhasznéalva a
h2
E=— 2 (6.99)
2ma’
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egyenldséget. A lehetséges y értékeket és ezaltal az energia sajatértékeit a
kovetkezd gorbék metszéspontjai adjak meg:

= xtan(x
L {yz 2(;2 (6.100)
xP+y? =
—y =xcot(x
In. { s ;2) (6.101)
xT 4yt =

A (6.100) és (6.101) egyenletrendszereket grafikusan oldjuk meg (6.6 abra).

A megoldasként kapott y pontok meghatdrozzak a Ilehetséges energia-
sajatértékeket. A 6.6 abra alapjan a kdvetkezd megjegyzéseket tehetjiik:

1. A megengedett kotott allapotok szama a kor sugaratol fiigg, vagyis az a’Vj
szorzat ¢értékétdl. Az a ¢és V), értékek a potencidlgddor jellemzdi. A
potencialgddor szélességének, illetve mélységének novelésével a megengedett
kotott allapotok szama is nd. Hataresetben, ha a potencialgddor végtelen mély,
akkor végtelen sok kotott allapot fog megvaldsulni (végtelen mély
potencialvolgy esete). Mindaddig azonban, amig az a’V, szorzat véges, csak n
darab véges szamu kotott allapot valosul meg. Ha N-et ugy értelmezziik, hogy:

N N +1 2ma’V.

Eﬂ'SR< 7, ahol . C=R*éN=0,1,2,... (6.102)
akkor n = N+1 szamu kotott allapot lesz lehetséges.

Y A

Y,

<
o ——
= —
Piip——
=x tgx
=-x ctgx
=x tgx

y
y
Y

<
y=x tgx
\
y=-x ctgx
\
y=x tgx
\
y=-x ctgx

|

0 n/2 .1 3n/2 2n Sn/2 3n 2 X

6.6. abra: A (6.100) és (6.101) egyenletrendszerek grafikus megoldasa

2. Vizsgaljuk most meg a hulldmfiiggvény modulusnégyzetét, vagyis a
részecske tartdozkodasi valoszinliség-slrtiségét a potencialvolgy hatarain kiviil:

v, =4l 2 0;

(6.103)
s [P= B’ 0.
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A részecskének tehat van nullatol kiillonb6zé megtalalhatosagi valdszinlisége a
potencialgddor faldn kiviil is. Ez a megtalalhatosagi valdszinlis€ég azonban a
klasszikus mechanika altal meg nem engedett tartomanyban a behatolési
tavolsaggal exponencidlisan csokken (6.7 4bra).

exp sin

-

M W(x)=|y(x)[*

sin exp

-a

0 a

6.7. abra: A megtalalhatosagi valosziniiség-siiriiség a potencidalgédron kiviil

6.5 Példak egydimenzios végtelen mozgasok esetére

6.5.1 A potenciallépcsé

Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor egy kvantummechanikai részecske a V)
,»magas” potenciallépcsd terében mozog (6.8 abra). A potencidlis energia alakja

a kovetkez6:

{Qx<0
>
Vo,x20 (6.104)

AV

6.8. abra: A potenciallépcso

A stacionarius Schrodinger-egyenlet, amit ebben az esetben meg kell oldani:

1Y

2m  dx?
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Két kiilonbozo esetet fogunk targyalni: a részecske Osszenergidja (E) 1)
nagyobb Vp-nal (E > V)); vagy 2) kisebb Vy-nal (E < V). Akarcsak a
klasszikus mechanikadban, a két esetben a részecske eltéréen viselkedik.
Feltételezziik, hogy egy részecskedramunk van, amelyben a részecskék balrol
érkeznek a potenciallépcsore.

1. eset: E > V) (részleges visszaverddés)

Ha a részecskék balrdl érkeznek a potenciallépcsore, klasszikusan azt varnank
el, hogy a részecskék mozgasi energiajuk csokkentésével mind tovabbhaladnak
a Vy potencidllal jellemzett tartomanyba. Lassuk, mi torténik a
kvantummechanikéban.

6.9. abra: E > V) eset (potenciallépcso)

A hullamfiiggvényt két tartomanyban irjuk fel, a 1épcsé bal-, illetve jobb
oldalan
Ae™ +Be™,x<0

¥(x)= { (6.106)

A,e™ +Be™, x>0

/ZmE /ZmiE—V )
kl = —2’ k2 = h—20
h (6.107)

Mivel a részecskék balrél érkeznek a potenciallépesére B, = 0, ugyanis nincs
olyan sikhulldmunk, amely a +oo irdnybol terjed a —co irdnyba. Ezen esetben
beszélhetiink egy beesd, egy ateresztett és egy visszavert hullamrol (vagy
részecskearamrol). A beeso részecskedramot az A4;-es amplitudoju, a visszavert
részecskedramot a B;-es amplituddjl, a potencidllépcsén athaladd részecske-
aramot pedig az 4,-es amplitudoju tag irja le.

Mivel a potencidlnak véges nagysagu ugrasa van, az Osszhullamfiiggvény
folytonos ¢s derivalhato kell legyen x = 0-ban, vagyis:

ahol:
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v (0)=y,(0) _ A+B =4,

p (0)=y,(0) k(4 —B)=k4,
A fenti két egyenletbdl kifejezhetd B; és A, az A; fiiggvényében (meglatjuk
azonban, hogy a potenciallépcsordl vald visszaverddés tanulméanyozéasahoz
csak a Bj/A; és Ay/A; aranyokra lesz sziikség). Masrészt, az egyszerliség
kedvéért tekinthetjiik tgy, hogy 4; = 1. Igy a B; és A, egyiitthatokra azonnal
kapjuk, hogy:

(6.108)

k —k 2k
B =— 2 A, = . (6.109)
k, +k, k +k,
Behelyettesitve a (6.109) egyiitthatokat, a hullamfiiggvények alakja az 1. és 2.
tartomanyban:

ikyx k - —ik;x
() =e" +—Fe ™ =y, (1) g (0);
k, +k,
(6.110)
( ) 2kl ikyx ( )
X)=———¢€" = X).
¥, b+ k, Yr
A beesd részecskék hullamfiiggvénye: w, (x)=e"". (6.111)
A visszavert részecskék hullamfiiggvénye: y (x) = k —k, e, (6.112)
k +k,
: . . e 2k, 4
Az ateresztett részecskék hullamfiggvénye: . (x) = —k e . (6.113)
k, +

1 2
Arra keressilk a valaszt, hogy a beesd részecskék valdsziniiségi
aramsiiriiségének mekkora része verddik vissza a potenciallépcsordl, és
mekkora része halad at a potenciallépcson. Mind a beérkez6, mind a visszavert
¢s ateresztett hullamfiiggvényre kiszamitjuk az dramsiiriiséget:

; h(l/,*alﬂ_aﬁ”wj, (6.114)

¢s értelmezziik a visszaverddési (reflexios) és ateresztési (transzmisszids)
tényezoket:

_Lil ol Lid (6.115)
| .]be | | -]be |
Egyszerli szamitasok utan azonnal adodik, hogy:
) k.h
Jre = A==, (6.116)
m
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2
k.h kh(k —k
gLl __M 1 2
Jr =B8] - m(k1+k2j’ (6.117)
2
Jr =4, kot _kh 4k —. (6.118)
m (k, +k,)

A fenti valoszinliségi aramsiiriségekbdl a visszaverddési és ateresztési
tényezOk azonnal kiszdmithatok:

2

R=|faizh | ___fkk . o 4kk (6.119)
k1+k2 (k1+kZ)2 (kl-i-kZ)2

Belathato, hogy R+T = 1, ahogy ezt el is varjuk, ugyanis egy részecske vagy

athalad a potenciadllépcsén, vagy visszaverddik. A T ateresztési egyiitthatd

megadja a potencidllépcsén vald athaladas valoszinségét. Az R visszaverddési

egyiitthato a potenciallépcsordl valo visszaverddés valoszinliségét jelenti.

A klasszikus mechanika elvarasaival ellentétben, véges valdszinlisége van
annak, hogy a részecske visszaverddik a potencidllépcsdrdl, annak ellenére,
hogy a részecske Osszenergidgja (£) nagyobb, mint a potenciallépcséd
magassaga.

2.eset E <V, (teljes visszaverddés)

Klasszikusan azt varnank el, hogy a részecskék mind visszaverddnek a
potenciallépcsordl. Lassuk, mit kapunk a kvantummechanika keretében.

1

6.10. abra: Potenciadllépcso az E < V) esetben.

A Schrodinger-egyenletiink ugyanaz marad (6.105), és a megoldas csak a 2.
tartomanyban valtozik meg. Ebben a tartomanyban az el6z6 megoldasoktol
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kiilonb6z6é két fiiggetlen megoldast kapunk. Ezek koziil csak azt tekintjiik,
amely a végtelenben nulldhoz tart (4, = 0):
Ae™ + Be ™ x<0;
¥ (x) ={ : : (6.120)

A,e”™ + B,e ™" ,x 20.

A fenti egyenletben a kovetkezo 0;j jeldlést vezettiik be:

P, = ,/W. (6.121)

A szamitdsokat az eldz6 esethez hasonldan végezziik, alkalmazva a
folytonossagi feltételeket a két tartomany hataran. Innen azonnal addédik, hogy:

{ 4,+B =B, (6.122)
Zkl (A] _B1) = szz

Az A; =1 feltétellel élve a B, és B, egylitthatokra azt kapjuk, hogy:

g =k=p: B = 2k (6.123)

? 2

ik, ik, + p,
Az E > V) esethez hasonldan 0jbdl kiszamithatjuk az aramsiiriségeket, illetve a
reflexios €s transzmisszids tényezoket. Azonnal észrevehetd, hogy:

v, (x)=Be ™ =y, (x)= j,=0= T=0; (6.124)
. 2
R B P=[fzpr) (6.125)
1 ik, + p,

A klasszikus mechanika torvényeivel 0Osszhangban teljes visszaverddés
torténik. A kiilonbség az, hogy a kvantummechanika megengedi a
részecskének, hogy bizonyos mélységig behatoljon a 2-es tartomanyba is,
ugyanis:
lw, (x)=| B, |" e #£0. (6.126)

Lathatd, hogy a hullamfliggvény és a részecske megtaldlhatosagi valoszintiség-
striisége exponencialisan csokken, és nem lesz azonnal nulla a potenciallépcsd
jobbldalan. Ennek a fontossagat a potencialgat tanulmanyozasakor értjiikk meg,
ugyanis ez a jelenség teszi lehetdvé majd az alagithatést.
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6.5.2 A potencialgat és az alaguthatas

-a a

6.11. abra. A potencialgat

A potencialgatban a potencialis energia alakjat a 6.11 abra szemlélteti, €s
matematikailag a kdvetkezd fiiggvény irja le:
0> xe(—»,—a)
V(x)=<V, > xe[-a,a] (6.127)
0—> xe(a,»)
(Az egyszerliség kedvéért a potencialgatat az x = 0 pontra szimmetrikusan
vettiik fel.) Legyen egy részecske, amely a —oo-bdl jon, €s a potencialgatra esik.

A részecske kiilonbozé Osszenergidira keressilk a potencialgatrél valo
visszaverddes, illetve a potencialgaton vald athatolds valdszinliségeét.

1.) Tekintsiik eldszor az E <V esetet .

Klasszikusan azt varnank el, hogy a részecske vissszaverddik a potencidlgétrol,
ugyanis nincs elegendd mozgasi energidja ahhoz, hogy a V' = V potencidlis
energidval rendelkezé doméniumba behatoljon.

A Schrodinger-egyenlet megoldasa a potencidlis energiat megadd harom
intervallumon

Ae™ + Be™ — (x < —a),
Y(x)=<1Ce™ +De* > (-a<x<a), (6.128)
Fe™ +Ge™ — (a < x),

k= “2;’E . g= Vzm(z’ 5 (6.129)

Az x=—a pontban a folytonossagi és derivalhatdsagi feltételek alapjan:

ahol:
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Ae™™ + Be™ = Ce*" + De™**;
(6.130)

Ae—ika _Beika — %(Cega _De—ga )
A fenti egyenletek felirhatok matrixegyenlet alakban is:
e—ika eika A . ega ‘e—ga C
e—ika _eika (BJ = %ega _%efga (D] . (6131)

A bal oldali tagban szerepld négyzetes matrix inverzét véve irhatjuk, hogy:

A) 1" ™ e e ¢ 6.132
B _5 e—ika _e—ika %ega _%e_ga D ? ( . )

; a+ika l —ga-+ika
A [0 @By
-~ b . (6.133)
5l 2la- f)eg“"’k” (1+ f)e-ga-"ka b
Hasonldan jarunk el az x=a pontban is:
(1 _ ﬁ)egaﬂka (1 n k) ga-ika
C 1 F
- £ 8 . (6.134)
D 2 (1 + ﬁ)e—ga-#ika (1 _K)e_gg_ika G
g g

Kombindlva most a (6.133) ¢és (6.134) Osszefiiggéseket, azonnali algebrai
szamitasok utan a potencidlgat két oldaldn levd hullamfiiggvényre egy
matrixegyenletet kapunk:

( AJ [cosh(2ga)+%sinh(2ga)]e2ik” %sinh&ga) { F}
B —%sinh(Zga) [cosh(Zga)—%sinh(Zga)]e_Zik“ G
(6.135)
ahol:
a=%_ es,b’—— +* (6.136)
k g g

Ha ugy tekintjiik, hogy a részecskék csak a —co irdnybol esnek a potencialgatra,
akkor a oo-bdl jovo részecskékhez rendelt sikhulldm egyiitthatoja nulla kell
legyen, vagyis: G = 0. A potencidllépcs6hdz hasonléan értelmezhetd a
potencialgatrol visszaver6dd ¢és a potencidlgdton athaladd részecskékhez
rendelt sikhullam, illetve az ezeknek megfeleld valdszintiségi aramsiirtiségek:

Gomap g L pp R (6137
m m

116



A potenciallépcs6hdz hasonldan értelmezhetjiik az R reflexids és T transz-
misszids egylitthatokat, amelyek 6sszege szintén 1-et kell adjon (R+T7 = 1).

. B 2 . F 2
R:—U.R':Q; T:—“_T':Q. (6.138)
|.]be | |A| |.]be | |A|
T és R megadja a potencialgaton vald athaladas, illetve potencialgatrdl valod
visszaverddés valoszinliségét. A (6.135) alapjan kovetkezik F/A4 értéke

—2ika
£ c_ : (6.139)
cosh(2ga) + % sinh(2ga)
¢s ezaltal a transzmisszids egyiitthato:
. 1 _ 4k*g® .
[cosh(2ga)]* +[sinh(2ga)]*a’ /4 (k* + g*)’[sinh(2ga)]’ + 4k’ g’
(6.140)

A fenti képlet alapjan észrevehetd, hogy az E < V) esetben is létezik egy
nullatdl kiilonbozd valdszinlisége annak, hogy a részecske athatoljon a
potencidlgaton. A kvantumos viselkedés tehat 1ényegesen kiilonbdzik attdl,
amit klasszikusan elvarnank. A klasszikus mechanika torvényeinek az
értelmében a részecske mindig vissza kellene hogy verddjék a potencialgatrol.
A kvantummechanikaban ezt a jelenséget alaguthatdasnak, vagy idegen
kifejezést hasznalva ,tunnel effektusnak” nevezziikk. A reflexios egyiitthato
érteke kovetkezik, felhasznélva, hogy:

(k* + g*)°[sinh(2ga)]’
(k* + g°)’[sinh(2ga)]’ +4g°k>
Annak érdekében, hogy a potencidlgaton vald athatoldsi valosziniségre egy
fizikailag konnyebben értelmezhetd képletet nyerjiink, vizsgaljunk néhdany
specialis és egyszeriibb esetet:
a. Legyen a potencidlgat magas (V) >> E) és széles gy, hogy ga >> 1. Ilyen
feltételek mellett a (6.140) 6sszefiiggés egyszerlibb alakra hozhato, ugyanis

R=1-T=

(6.141)

2ga

cosh(2ga) ~ sinh(2ga) ~ 62 : (6.142)
¢s kovetkezik, hogy:
2
T-= 16e—4g“(%J . (6.143)
g +k

A transzmisszids egylitthato (6.143) alakjabol lathato, hogy a potencidlgaton
vald 4thatolasi valdszinliség exponencidlisan csokken a potencidlgat 2a
vastagsagaval. Az athatolasi valdszinliség ugyanakkor nagyon gyorsan csokken
a g értékének (vagyis a V) — E kiilonbségnek) a ndvekedésével.
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b. Egy masik konnyen tanulméanyozhatdé hatdreset, amikor a potencidlgat
nagyon magas, de keskeny. Ez matematilailag a g >> k és ga << 1 esetnek
felel meg. Ilyenkor a sinh(2ga) sorbafejthetd: sinh(2ga) = 2ga, és azt kapjuk,

hogy:
k2
I'=———-—. 6.144
k*+gta® ( )

2.) Tanulmanyozzuk most az_E > V) esetet. A klasszikus mechanika alapjan
ilyenkor a részecske mindig athalad a potencidlgaton, a potencialgaton
lecsokkentve a mozgési energidjat.

A Schrodinger-egyenlet ujbol felirhato a potencidlis energiat meghatarozo
harom intervallumon
Ae™ + Be™ = (x < —a)
Y(x)=1Ce™ + De® — (-a<x<a) (6.145)
Fe™ +Ge™ — (a<x)

\N2mE \2m(E -V,)
k= - ; &= - . (6.146)
A rendszert hasonléan tanulményozzuk, mint az E < V), esetben. A
folytonossagi és derivalhatosagi feltételek felirdsa utan az x=# a pontokban a
(6.135)-h6z hasonld egyenlethez jutunk, amely kapcsolatot teremt a
potencialgat két oldalan levd hulldmfiiggvény kozott. Feltételezve, hogy a
részecskék megint csak a —oo iranybdl haladnak a potencialgat felé, felirhato,
hogy G = 0. A beesd részecskék, a potencidlgaton athalado és a potencialgatrol
visszaverddd részecskék hullamfliggvénye mind sikhullim. A (6.139)-hez
hasonloan kifejezhetjiik F-et az A fliiggvényében, ahonnan a 7 transzmisszios
egyltthatora az kapjuk, hogy:

T _ | F |2 _ 4k2g2 '
| A (k* —g*)’sin’(ga)+4k’ g’
Mivel a valosziniiségi aramsiiriiség ebben a esetben is megmarad, R = 1 — 7,
kovetkezik, hogy:

ahol:

(6.147)

(k* —g*)’ sin’ (ga)
R= IV B (6.148)
(k" —g”) ' sin“(ga)+4k°g

rrrrrr

valdszintisége, hogy az E > V) energiaval rendelkezd részecske athaladjon a
potencidlgaton, R pedig annak a valdszinlisége, hogy a részecske
visszaver6djon a potencialgatrol. Lathatd, hogy a kvantummechanikaban a
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klasszikus mechanikatol eltéréen altalaban R = 0, amibdl az kdvetkezik, hogy
az E > V) esetben is véges valdsziniisége van annak, hogy a részecske a
potencialgatrol visszaverddjon. A potencialgat csak akkor teljesen ateresztd
(R =0), ha:
sin(ga)=0 = ga=nr. (6.149)

Akarcsak a vékony lemezekre esé fénysugarak esetén, tokéletes ateresztést
kapunk, ha a potencialgat szélessége a hullamhossz felének egész szami
tobbszordse. Ezt a jelenséget felhasznalhatjuk arra, hogy egy részecske-
arambol optimalisan kivalasszunk egy kivant energiaji komponenst.

3.) Az E = V, eset. Ezt a hataresetet megkaphatjuk a (6.140-141), vagy a
(6.147-148) 0sszefiiggésekbdl a g = 0 helyetesitéssel:

mVya® 2n°
21 +mVya®’ 2n* +mVya*

R =

(6.150)

6.6 Javasolt feladatok

1. Tanulmanyozzuk egy olyan m tomegli kvantummechanikai részecske
staciondrius allapotait, amely az a, b, ¢ méretli dobozba van bezarva.

2. Tanulmanyozzuk egy m tomegii kvantummechanikai részecske stacionarius
allapotait a 6.12 abran bemutatott potencialvolgyben.

P v
(O —
a X
P B —— — -
'VO
6.12. abra

3. Igazoljuk, hogy a 6.13 abran lathat6é periodikus potencialtérben mozgd
részecske energiaspektruma savszerkezetli. Az egyszeriiség kedvéért vizsgaljuk

\2mV,d

a e <<1, a>>d és E <<V, hataresetet!
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V(®)

T ' X
d a

6.13. abra

4. Hatarozzuk meg a J tehetetlenségi nyomatékkal rendelkezd rotator
stacionarius allapotainak a hullamfiiggvényeit €s energiaszintjeit. (A rotator

egy adott tengely koriil forgd merev test, melynek a forgastengelyre
2

2J

vonatkozoan ismert a J tehetetlenségi nyomtéka. A rotator energidja £ =

2

ahol L. a forgastengelyre vonatkoztatott impulzusnyomaték.)
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7. FEJEZET
Az impulzusnyomaték a kvantummechanikaban

A klasszikus mechanikaban a centralis erdtérben valdé mozgds esetén az
impulzusnyomatéknak mint mozgasallandonak kitiintetett szerepe van. A
centralis erétérben valdé mozgas esetén (példaul elektronok az atommag
elektrosztatikus terében) az impulzusnyomatéknak kitiintett szerepe van a
kvantummechanikaban is. Meglatjuk azonban, hogy a kvantummechanikaban
az impulzusnyomaték-vektor tulajdonsdgai szamos tekintetben eltérnek a
klasszikusan megszokottol.

7.1 Az impulzusnyomaték-operator tulajdonsagai, kommutalasi relaciok

A klasszikus mechanikaban az impulzusnyomaték-vektor

— — —

i j ok
L=Fxp=|x y z|=i(p.—zp,)+j(@p,—xp.)+k(p,-yp,),
P. P, D:
(7.1)
¢s a tengelyek menti komponensei:
L =yp.—-zp,
L =zp —xp.. (7.2)
L =xp,—yp,

A kvantummechanikdban a fizikai mennyiségeket a nekik megfeleld
operatorokkal helyettesitjiik. Felhasznalva az impulzus- ¢€s térkoordinatdkhoz
rendelt operatorok alakjat, meghatdrozhaté az impulzusnyomaték-operator
alakja:

k
<. 0 0, = . 0 o, 71 . 0 0
E —z(—zh)(yg—za)+](—zh)(za—xg)+k(—lh)(x§—y§).
(7.3)

Innen az impulzusnyomaték-operator komponenseire azonnal adodik, hogy:
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(7.4)

Az ix,iy és iz operatorokra bizonyithatok a kdvetkezd kommutalasi relaciok

(gyakorlatként javasoljuk ezeknek a bizonyitasat):

L.L |=ihL,
L.L |=ihL, (7.5)
L.L |=ikL,

A (7.5) kommutalasi relaciok értelmében nem lehet egyszerre és egzaktul
meghatdrozni az impulzusnyomaték két komponensét (a komponensekhez
rendelt operatorok egymdssal nem kommutalnak). A klasszikus mechanikatol
eltérden a kvantummechanikdban az impulzusnyomaték-vektort nem tudjuk
egzaktul mérni. A kvantummechanika keretében egy adott allapotban egyszerre

mérhetd az impulzusnyomaték négyzete L = sz + Ly2 + Lz2 , (7.6)
¢s az impulzusnyomaték egyik tengely iranyt komponense (altaldban L.),
ugyanis:

2,2, |=|2. 2, |= |22 |=0. (7.7)
Gyakorlatként javasoljuk a (7.7) kommutalasi relaciok bizonyitasat. Keressiik
tehat az [* és iz operatorok kozos sajatfliggvényeit:
PYF) =Y (), LY(F)=c,¥Y (7). (7.8)
Attériink gdmbi koordinatakra:

x=rsinfcosg

y=rsinfsing (7.9)
z=rcos@

A gombi koordinatdkhoz tartozd egységvektorok kifejezheték a Descartes-
koordinatarendszerben hasznalt egységvektorok segitségével:

£ =sin@cos@i +sinfsing j + cosO k
59:cosﬁcosgﬁf+cos€sin¢]—sin01€ (7.10)
£y = —singi +cos¢ j
Az impulzusnyomaték-operator
L=rFxp=(& -r)x—(inV) (7.11)
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gombi koordinatakba vald atirasahoz at kell irni eldszor a gradienst gdmbi
koordinatakba:

vzihiﬂﬁé, (7.12)
ox oy~ 0Oz

i:i@+i%+i%’ (713)

Ox Orox 06 ox O0¢ Ox
0 _o0u 000, 009 1

oy Ordy 0600y 0¢ Oy
0 _0or 000 004 (7.15)

0z Oroz 000z 0¢ oz

Egyszert algebrai szamitasok elvégzése utan kdvetkezik, hogy:

Sv-5 24510, 1 0O (7.16)

+&,——— .
o "ro@ "’ rsindog

Megjegyzés: A (7.16) képletben vigyazni kell arra, hogy az egységvektorokat
az operatorok elé irjuk, mert a Descartes-koordinataktol eltéréen a gdmbi
koordinatarendszerben hasznalt egységvektorok nem tekinthetok allandoknak a
koordinatakkal valo derivalasra nézve. Ertelmezés alapjan egy operator
mindenre hat, ami az adott tagban tdle jobbra kovetkezik. Ha a tagok végére
irnank az egységvektort, ez azt jelentené, hogy az operator erre is hat, ami
teljesen mas eredményhez vezetne.

Gombi koordinatdkat hasznélva, felirhatjuk most az impulzusnyomaték-
operatort:

g &,y &

L= -r)x—(inV)=—in|r 0 0 |=
0 1o 1 4
or ro@ rsindog

- —ih(é{ - ij +5, i] . (7.17)
sin@ O0¢ 00

Ahhoz, hogy a (7.17)-bél megkapjuk az L,, L, és L. mennyiségekhez rendelt

operatorok alakjat gombi koordinatdkban, be kell helyettesiteni az

egységvektorok (7.10) alakjat. Egyszert algebrai szamitasokkal azonnal adodik
-1

A - = — 0 - -\ O
L =—if| \cos@cos¢@i +cosfsing j —sinf k| ——— |+\-singi +cos¢g j |— |,
l(( & & (sin96¢J [~singi ¢])59J

(7.18)

ahonnan:
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ix = —ih[— sin¢%—cot9cos¢a—a¢), (7.19)

iy = —ih[cos ¢%— cot@sin ¢8_a¢j , (7.20)
L = —ih(a—iJ . (7.21)

A gombi koordinatak hasznalatanak az elénye, hogy két koordinataval (¢ és 6)
tanulmanyozhaté az impulzusnyomaték, nem pedig harommal, mint a
Descartes-koordinatak esetén. Azonnal meghatirozhaté az impulzusnyomaték-
négyzet operator is:

Peii=nl| L9 )iz 2] s L2 )ig 2 (7.22)
sin@ 0¢ 00 sind 0¢ 00

Felhasznalva, hogy

&, :cos6lcos¢z?'+ccis6’sin¢Z—sinﬁl;’ (7.23)
£, =—sIngi +cosg j
a—a¢§5 =—cos€sin¢f+cos€cos¢]=cosH§¢, (7.24)
0 -
—e&,=0, 7.25
20" (7.25)

¢s elvégezve a szamitasokat:

[} =-n* o oI o w7 L i(Sinei}f—l Al
060> sinf 00 sin’ 0 0¢’ sin@ 00 00 ) sin’ 6 0¢

(7.26)

7.2 Sajatértékek és sajatfliggvények

Keressiik tehat az L és iz operatoroknak a kozos sajatfliggvényrendszerét,
gdmbi koordinatakat hasznélva:

LO0,4) =c,D(0,4), (7.27)

L.Ob,p) =c,0(0,0). (7.28)
A feladat a fizika matematikai egyenletei targykorébdl ismert. A kozos d(6, @)
sajatfiiggvényrendszer az Y"(6,¢9) gombfiiggvények, amelyek két [/ és m
kvantumszdmmal jellemezhetdk:

Y (0,) =12l +1)Y" (0,9), (7.29)
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L.Y" (0.4) = mhY," (6.9) . (7.30)
Az [ kvantumszam tetszOleges természetes szam lehet, m pedig egész szam —/

és [ kozott.
[=0,12,... ;m=-1-1+1,.,-1,01,.../—11. (7.31)

Minden sajatértékhez  tobb  sajatfiiggvény tartozhat. Az  Y,"(0,9)
gombfliggvények megadhatok mint:

Y"(0,4)=(-1)" \/M e"™P"(cosh).  (7.32)

47 (L +m)!
A fenti egyenletben P;" az [-edrendii altalanositott Legendre-polinom, amit a
1 d(, .y
P(x)= —I\x"-1), 7.33
=9, dx( ) (739

Legendre-polinombdl m-edrendii derivalassal kapjuk meg (ha m pozitiv szam):

mogm 1 , m I+m

P"(x)=(1-x")2 P(x) = [—x")?

/ () ( ) xm l() 211!( ) dxl+m

A negativ m értékekhez tartozd gombfiiggvények megkaphatok felhasznalva az
v = (1) (v, (7.35)

Osszefiiggést. Az elsd (I = 0,1,2) kvantumszdmokhoz tartozé gombfiiggvények:

Yy L (7.36)

N4 ’

Y= J_r‘/i sinf e, Y = 1/i cosé , (7.37)
& 4r

Y,? = i1/1—5 sin @ e, Y, = i1/1—5 sinfcos@ e,
32 &

Y, :iwfi 3 cos? -1 , (7.38)
47\ 2 2

A gombfiiggvények modulusnégyzete ¢ és 6 -tol fiiggd valds szam. Ezt
szoktuk  altaldban  grafikusan  4brazolni radialis, haromdimenzios
abrazolasmodot haszndlva. A tér minden (0€[0,7),4<[0,27)) szogekkel

(x* —1Y. (7.34)

jellemzett iranyaban felvesziink az origbtol r =|Y,"(0,¢)|* tavolsagra levd

pontot. Ezen pontok Osszessége egy feliiletet hatdroz meg, amely szimmetrikus
az origora nézve. Az [ = 0,1,2,3 esetekben a |Y,” (0,4) |’ -nek az ilyen tipust
abrazolasa a 7.1 4bran adott.
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£

. (6,0)°
T @
Y@tb)lz 1Y,(0,0)|*
»
E © ©
1Y,"(0,0)° [Y5'(0,0)F [Y52(0,0)F Y5 (6,9)°

7.1. abra Gombfiiggvények modulusnégyzetének abrdzoldasal = 0,1,2 és 3
esetekben

A (7.32) gombfiiggvényekre a kdvetkezd normalési €s teljességi 0sszefliggések
érvényesek

j d¢jsm9 a0y 0.6V (60.9)) =5,5,,. (7.39)

Z Z(Y,’" (6.9)) V" (6.4) = 5(¢ - #)5(cos 6 —cos ") . (7.40)

1=0 m=—1

A fentiek alapjan konnyen belathatd, hogy a gombfiiggvények egy bazist
alkotnak a(@,¢)szogvaltozdés ¢és a (0€[0,7),¢<[0,27)) intervallumon
négyzetesen integralhaté komplex fiiggvények terén.

Annak érdekében, hogy ne veszitsiik el a fizikai értelmet a matematikai

formulak kozott, foglaljuk most 6ssze roviden mindazt, amit megtanultunk a
kvantummechanikai impulzusnyomatékrol:
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1. A kvantummechanikdban nem tudjuk egzaktul meghatarozni az L
impulzusnyomaték-vektort.

2. A kvantummechanikdban egy adott kvantummechanikai allapotban
egyszerre és egzaktul mérhetd az L’ és L. értéke.

3. Az L’ értéke kvantalt, a lehetséges értékekeit a #°I(I+1) dsszefiiggés adja
meg, ahol / = 0,1,2,... . Rogzitett /-hez tartozo sajatértékek (2/+1)-szeresen
elfajultak. Az L’ sajatallapotai koziil bamelyik az L.-nek is sajatallapota. Az L.
lehetséges értékei is kvantaltak, értékeit az mh Gsszetiiggés adja meg.

4. Ha nem az L. értékét, hanem az L, vagy L, értékét mérnénk, ezek is
ugyanugy kvantaltak, mint az L., vagyis értékiikk m# lehet. Ez szimmtria-
meggondoldsok alapjan azonnal kovetkezik, ugyanis a z tengely iranyat
tetszOlegesen valaszthatjuk meg. A klasszikus mechanikatol eltéréen a
kvantummechanikdban az impulzusnyomaték komponensei koziil azonban
csak az egyik hatdrozhat6 meg egzaktul.

7.3 Javasolt feladatok

1. Irjuk 4t a gradiens operatort gombi koordinatikba (Bizonyitsuk be a (7.16)
képletet).
2. Szamitsuk ki az aldabbi kommutatorokat (ahol i, j — x,y,z):

)i |2 L |

o) |24, )[2. 5,

ey | p2||£. 7]
3. Igazoljuk, hogy ha ¥ sajatfliggénye az iz operatornak, akkor a ¥
kvantummechanikai allapotban az L, és L, varhat6 (atlag) értéke nulla.
4. Milyen fliggvényeket eredményez, ha az ﬁx , ]:y ,]:z és [ operatorokkal az

fix) = 1, x; y; z X%y y% 225 xy; vz és xz figgvényekre hatunk? Mennyiben
valtozik az eredmény, ha ezeket a fiiggvényeket még beszorozzuk egy
gdmbszimmetrikus fliggvénnyel?
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8. FEJEZET
Mozgas centralis erétérben

Ebben a fejezetben egy részecske centralis erétérben vald mozgasanak a
kvantummechanikai sajatossagait tanulmanyozzuk. A targyalt probléma a
hidrogénatom és a tobbelektronos atomok kvantummechanikai leirdsahoz vezet
el benniinket. Meghatdrozzuk a hidrogén-tipusu (egyelektronnal rendelkezd)
atomok esetén a kvantummechanikai rendszer staciondrius dallapotaiban a
hullamfiiggvényeket, az energia-sajatértékeket és az allapotokat jellemzd
kvantumszamok lehetséges értékeit, valamint ezek fizikiai jelentését. RGviden,
¢s matematikai bizonyitdsok nélkiil tdgyaljuk a tobbelektronos atomok esetét
is.

8.1. A kéttest-probléma a klasszikus mechanikaban

A centrélis er6tér azt jelenti, hogy a potencidlis energia a tér adott pontjara
nézve szimmetrikus. Ilyen erétérben a részecskére hatdo eré modulusza csak a
részecskének kozépponttdl mért tavolsagatol fligg. Legyen egy tehetetlenségi
vonatkoztatasi rendszeriink, melynek a kozéppontjat valaszthatjuk ugy, hogy az
origoban legyen. Ilyen esetben a centralis erdteret jellemzd potencialis energia:

VA =V(@r); (r=yx> +y> +2z%). (8.1)

A centralis er6tér nagyon gyakori a fizikdban. Példaként megemlithetjiik egy
nagy tomeg koril gravitald kisebb tomegi testet, vagy egy nagy tomegili toltott
részecske koriil mozgd masik, kisebb tomegii toltés esetét. Ha ezen kéttest-
problémdkban az egyik test tomege sokkal nagyobb a masikénal, akkor
megvalaszthatd egy olyan tehetetlenségi rendszer, amelyben a nagyobb tomegii
test gyakorlatilag nyugalomban van, €s igy j06 megkozelitéssel a kisebb tomegii
test egy centralis erétérben mozog.

Targyaljuk el6szor a klasszikus mechanika keretében a kéttest-problémat
feltételezve, hogy a két kolcsonhatod részecske V potencidlis energidja csak a
részecskék kozti r tavolsdg nagysagatol fligg. A kéttest-probléma Hamilton-
fliggvénye

2 2
H=T+V=21P2 ,yq7 -7, (8.2)
2m, 2m,
ahol:
P =mh; Dy, =myh,. (8.3)
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és r, illetve 7,a két részecske helyzetvektora a valasztott tehetetlenségi
rendszerben. A  kovetkezokben a rendszer mozgasat felbontjuk a
tomegkozéppont mozgasara, illetve a két test egymashoz viszonyitott relativ
mozgasara. Ennek érdekében 7, illetve 7, helyett bevezetiink (jj koordinatékat:

R="11"22. FoF_jF, (8.4)
m, +m,
R a két részecskébdl allé rendszer tomegkdzéppontjanak a helyzetvektora, 7
pedig a két részecske relativ helyzetét megadod helyzetvektor. Bevezetiink
ugyanakkor két 01j tomeget is, amelyeknek segitségével a rendszer Hamilton-
fliggvénye egyszeriibb alakban irhat6:
m,m
m+m,=M; m=—"—, (8.5)
m, +m,

M a rendszer 0ssztomege, m pedig az ugynevezett redukalt tomeg. Bevezetve a
redukalt tomeg impulzusat mint p=mr, és a tdomegkozépponthoz tartozd

impulzust, P = MR = P, + P, , az 4 koordinatakban a Hamilton-fiiggvény:

2 2
H:pl +p2

oo P p’ -
+V(r —r) > —+—+V(r). 8.6
n " om |7 -7 o om (7 (8.6)
Osszegezve, a kovetkezd véltozocseréket végeztik: p,, p,.7,,7 — R,7,P, D,
¢s azt kaptuk, hogy az 1j valtozokban a rendszer Hamilton-fliggvénye
egyszeriibben tanulmanyozhato:
P2 p2

+—+V(). 8.7

A (r) (8.7)

A (8.7) Hamilton-fiiggvény felbonthatd két fiiggetlen tag Osszegére,
H=H, +H, , ahol Hy a tomegkdzéppont mozgasat leir6 Hamilton-fiiggvény,
H, pedig a redukdlt tomeg mozgésat leir6 Hamilton-fliggvény. Azonnal

m?

észrevehetd, hogy: 2_;[ =0, ugyanis a Hamilton-fiiggvény nem fiigg az R-t6l

(a rendszerre nem hatnak kiilsé erdk). Ez azt jelenti, hogy a rendszerben van
egy eltolasi szimmetria (R értékét tetszOlegesen valtoztathatjuk). A Noether-
tétel értelmében minden szimmetridhoz egy megmaradasi torvény tarozik, jelen
esetben a rendszer tomegkozéppontjanak a P impulzusa marad meg:
P = konst (8.8)

Ha a vonatkoztatasi rendszer origéjat a rendszer tomegkdzéppontjahoz kotjiik,
szintén tehetetlenségi vonatkoztatasi rendszeriink lesz, és Hy = 0. Ebben az
esetben a Hamilton-fliggvény leegyszeriisodik:
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2
H=2 4v@). (8.9)
2m
Lényegében a redukalt tdmeg mozgésat kell tehat tanulményozni a V centralis
erétérnek megfeleld potencialban. Ez a feladat azonban jol ismert a klasszikus
mechanika, illetve az analitikus mechanika targykorébdl. A gyakori,
V(r)=k/r alakd centrdlis térben mozgd ,redukalt tomegli részecske”
mozgasdnak a lehetséges palydi kupszeletek (8.1 4&bra). A részecske
Osszenergiajanak fliggvényében a palya lehet ellipszis, parabola vagy
hiperbola. Ha £ < 0 a palya ellipszis (specidlis esetben kor), ha £ = 0 a palya
parabola, és ha £ > 0 a palya hiperbola lesz. Ha az egyik tomeg sokkal kisebb,
mint a masik (bolygdk Nap koriili mozgasa, vagy a hidrogénatomban az
elektron-proton rendszer), akkor tovabb egyszertisédik a feladat
m >>m, >m~m,, M~m, RxF, (8.10)
a tomegkozéppont gyakorlatilag a nagyobb tomegi test lesz, a redukalt tomeg

pedig a kisebb tomegii test tomege.
hp§

8.1. dbra: Kupszeletek

parabola

AV

A tovabbiakban lassuk, hogyan tevddik fel a kvantummechanikaban a kéttest-
probléma, illetve ennek az egyszerisitett valtozata, a redukalt tomeg centralis
térben valdé mozgésa. Melyek lesznek a rendszer lehetséges energiai, és melyek
a stacionarius allapotokhoz tartoz6 hullamfiiggvények?
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8.2 A probéma kvantummechanikai megfogalmazasa

A redukalt tdmeg mozgdsara a staciondrius Schrédinger-egyenlet azonnal
adodik a (8.9) figyelembevételével, és az ismert operator hozzarendelésekkel:
2
HY(#F)=EY(r) =2 (—;Z—A+V(r)]‘I’(F):E‘P(F). (8.11)
m

Mivel centralis potencidlunk van, a probéma legkdonnyebben a térbeli polar-
koordinatarendszerben (= gombi koordinatarendszer) tanulmanyozhatd. A A
Laplace-operatort  tehdt gombi  koordinatdkban kell felirnunk, az
x,y,z > r,0,¢ valtozocsere alkalmazasaval:

x = rsin(@) cos(¢)

y = rsin(@)sin(¢p) (8.12)

z =rcos(f)
A szamitasok elvégzése utan (lasd az egyetemi matematikai analizis anyagot),
azt kapjuk, hogy:

2
A:ii(i’zij+ 3 1 i[smﬁi)—i—% 0 7. (813)
or) r-sin@ 06 00) r°sin” 6 0¢
Megjegyezziik, hogy a (8.13) alaknak van még egy ekvivalens és elterjedt
felirasi modja figyelembe véve, hogy:

lmg{ﬂawj=l§iowy (8.14)

r2or\ or
Behelyettesitve a Laplace-operator alakjat, a (8.11) Scrodinger-egyenletiink a
kovetkezOképpen alakul:

_n 18(r28j+ ! a(sin98j+ L R N AT
2m\r*or\' or) r’sin@ o0 00) r’sin®0 o¢
(8.15)

A (6,9)-t0] fliggd részben azonnal felismerjiik az I operator alakjat, és
irhatjuk, hogy

(1 o o I’ . .
(—E[F—zg(l’z EJ—WJ'FV(F)J\P(V):E‘P(I’) (816)
ahol:
. 1 o 0 1 0
[} =i ~|sinf— |+ i
[gneae(mn aej sm296¢] : (8.17)
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A Hamilton-operatorban az L’-hez rendelt operator tartalmazza az osszes 6, ¢
fliggést. Azonnal belathat6 az is, hogy:

[H,0.1=0; [H,[*]=0;[L,,[*]=0. (8.18)
Ezek értelmében a H, L és L. mennyiségek kompatibilisek, és a hozzajuk
rendelt operatoroknak van legalabb egy kozos sajatfiiggvényrendszere. Az L’
¢s L, mennyiségekhez rendelt operatorok kozds sajatfiiggvényeit a 7.
fejezetben, az impulzusnyomaték-operator kvantummechanikai targyaldsa

soran hataroztuk meg. Lattuk, hogy ezek az Y," (6, ¢) gomfliggvények
Y (0,4) =11 +1)Y,"(6,9), (8.19)
L.Y"(0,¢) = mhY" (60,¢), (8.20)
(1=0,1,2,...) és egy adott [ esetén m = —I, —[+1, —[+2, ... [-2, I-1, . Ismerve az

I? sajatfiigvényeit, azonnal belathatd, hogy a stacionarius megoldasokat a
kovetkezd alakban kereshetjiik:

Y(r,0,0)=F(0,0)R(r), (8.21)
ahol: F(0,9)=Y"(0,9). (8.22)
Behelyetesitve ezt az alakot a (8.16) egyenletbe, az R(r)-re egy masodrendii
differencidlegyenlet adodik, amit radialis Schrodinger-egyenletnek neveziink.

8.3 A radialis Schrédinger-egyenlet

A Schrodinger-egyenlet (8.16) alakjat felhasznélva, és a megoldast a (8.21—
8.22) alakban keresve a kovetkez6 egyenletek adodnak:

(10,0 I

(‘%[7@(” ar] ,,zhz}V(r)}P(r) EY(F), (823)

n(1o(,0) L . N
[ 2m[r 8r[r 61’) v ]+V(r)jR(r)Y (6,4) = ER(r)Y" (6,4), (8.24)

" ( 123[r2 a} i +1)JR( Y+ V("R()=ER(F),  (8.25)
2m r-or or r

_ﬁ(a_zz gi_l(”l)]ze( )Y+ V(F)R(F) = ER(r), (8.26)
2m\ or- ror

0,20 2m 1+

{arﬁra + o (E-V()-— }R() 0. (8.27)

A (8.27) egyenletet radialis Schrodinger-egyenletnek nevezziik. Az egyenletbe
[ értéke tetszOleges természetes szam lehet. Az egyenletet atirhatjuk szamunkra
kedvezdbb alakba az
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mm=%nvx (8.28)

transzformaciot hasznélva A szamitasok a kovetkezoképpen alakulnak:
d 1 dy, (r)

—R(r)=—— 8.29
0 (r) T (r)+ o (8.29)
d’ 2 1 (”) L dy,(r) 1d°y,(r)
—5 R(r r)—— - +— , 8.30
dr® )= r2 r* o dr roodr’ (8:30)
2d d; _2 ) L2 L) Ldp() 1dy () _
rdr R )+ 7 R0 = r’ l(r)+r2 dr r () P odr o dr T ar’
_1d y/(r)
rodrt
¢s yrre kapjuk, hogy:
d y,(r I(1+1
204205 re)- 100 -0 (831)
dr h r
Bevezetve a
R Il +1
V,(r )—— (r2 ), (8.32)
centrifugalis potencialt (/ = 0,1,2 ...) és a
Vy (r)=V(r)+V,(r), (8.33)
effektiv potencialt, a radialis Schrodinger-egyenlet:
d’y,(r) 2m
2 2 51,y 1)) =0 (8349

A (8.34) alakban felirt stacionarius Schrodinger-egyenlet hasonld az
egydimenzidés rendszerek esetén felirt Schrodinger-egyenlettel, azzal a
megjegyzéssel, hogy a potencidlis energia helyett az effektiv potencialis
energia szerepel (a valddi centrdlis és centrifugdlis potencidlis energidk
Osszege). Lényeges kiilonbség az egydimenzids mozgasokra felirt feladathoz
képest az, hogy a jelen esetben az r koordindta csak pozitiv értékekre van
értelmezve. Az egydimenzids esetben altalanosan kijelentett torvényszertiségek
azonban igazak maradnak.

Ha a V effektiv potencidlban kotott allapotokat tekintiink, az ezekhez tartozo
energiaspektrum diszkrét kell hogy legyen. Az energia-sajatértékekhez tartozo
sajatfiiggvények nem elfajultak, vagyis az R(r) radialis hulldmfiiggvény jol
meghatarozott minden sajatallapotban. (Ezen utobbi kijelentés igaz marad a
nem kotott allapotokra is, ugyanis a mozgds, amint mar megjegyetik, a
tengelylink egyik irdnyaban véges.) A hullamfliggvény (6,¢)-t6l fiiggd része
jol meghatarozott az / és m kvantumszamok altal. Ezek alapjan a centralis
térben vald mozgés esetén a részecske hullamfiiggvénye jol meghatarozott az
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E, [ é m értékei szerint, vagyis E, L°, és L. egy teljes megfigyelhetd
mennyiségrendszert alkot. Altalanos esetben az E lehetséges értékei
fiigghetnek az [ mellékkvantumszam értékétdl is. Mivel a (8.27) radialis
egyenlet nem tartalmazza az m magneses kvantumszamot (m = —/, —[+1, —[+2,

. -2, -1, ]), barmely adott E ¢és [ értékhez legaldbb (2/+1) kiilonbozo
sajatfliggvény tartozhat. Egy adott (E, /) energiaszint tehat legaldbb (2/+1)-
szeresen elfajult.

Az y,(r) radialis fliggvény zérus pontjainak a szamat a 0 < r < o
intervallumon radialis kvantumszamnak (n,) nevezzik. Az alapallapotban
n,=0.

Azonnal megvizsgalhato az y,(r) radialis fiiggvény viselkedése az r = 0 pont
kornyezetében, ha a centralis potencialis energidra feltételezziik, hogy
lim,_, 7’V (r)=0. (Ez a feltétel a szamunkra lényeges 1/ tipust potencidlok

esetén igaz lesz.) Ilyen feltételek mellett a (8.31) egyenletben az » = 0
hataresetben elhanyagolhatok az E-t és V-t tartalmazd tagok, és a radidlis

egyenletiink egyszerii lesz:
2

d
7 =+ Dy, =0 (r >0) (8.35)

Azonnal belathato, hogy a fenti egyenlet megoldasat hatvanyfiiggvény alakban
kereshetjiik. Mivel az r = 0 hatarértéket vizsgaljuk, a legkisebb kitevoji tag
hatarozza meg a viselkedést az » = 0 pont kérnyezetében. Legyen a legkisebb
kitevéjt tag #* alaka (s > 1). A (8.35) szerint azonnal adodik, hogy:
s(s=D)=I(l+1)=0 > s=1+1 vagy s =—1. (8.36)

Ezek alapjan az r = 0 pont kdzelében a lehetséges megoldas y,, =r'" vagy

v, =r" alaki. A masodik megoldas nem fogadhatd el, hiszen végtelenné

valik az » - 0 hatarértékben. A hullamfliggvény r-t6l fliggd része tehat az
r = 0 hataresetben:

1 1
R,(r)= . y,(r)y=r. (8.37)
A centrélis térben mozgd részecske esetén annak a valdszinliség-siirtisége,

hogy a részecske a centralis tér kozéppontjanak a kornyezetében talalhato:
p AW, (r0.0) [~ Y (6,9)". (8.38)
Lathato, hogy az r = 0 hataresetben ez a valosziniiség-sliriség annal

gyorsabban csokken a nulldhoz, minél nagyobb [/ értéke. Ez a tény a
centrifugalis potencidlis energia (8.32) /-fliggésének tulajdonithato.
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8.4 A Coulomb tipusu potencial. Az egyelektronos atomok

A centrdlis potencidloknak a legfontosabb esete a Coulomb tipust potencial.
Akar gravitacios, akar elektrosztatikus kdlcsonhatdsokat vizsgalunk, ilyen
alakii potencidlis energia jelenik meg. Egy specidlis feladat, amely a
kvantummechanikaban kiilonos jelentdséggel bir, az e toltésii elektron mozgésa
az eZ toltéstt mag koriil:
2 2
Vr)=- ez =—e—°; e, = ez .
4re,r r 4re,

(8.39)

Ahogy azt mar lattuk, ez a kéttest-probléma visszavezethetd a redukalt
tomegnek a
e, h>I(I+1)
vV (r)=-"—— ,
er (1) ro2m 1’
effektiv centralis potencidlban vald egydimenziés mozgasara. A megoldando
radialis Schrodinger-egyenlet tehat:

() +{2—T(E +e—°]—l(ltl)}yl(r)=0. (8.41)
dr h r r

(8.40)

8.2. dbra: A (8.40) effektiv potencial | # 0 esetén

Mivel a szdmunkra érdekes atomi rendszerekben az elektron tomege joval
kisebb a nukleon tomegénél, a redukalt tomeg jo kozelitéssel az elektron
tomege lesz.

Ahogy ezt az egydimenzids mozgasok altalanos targyalasanal megtanultuk, ha
E <0, akkor a vart energiaspektrum diszkrét, az £ > 0 esetben pedig folytonos.

Azonnal észrevehetd, hogy a linoler(r) — 0 feltétel teljesiil, igy az r 2 0

1

hatéresetben a megoldas y,(r) =r""" alakt.

Az r— oo hataresetben a (8.41) stacionarius Schrodinger-egyenlet:
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2 2

ar’ r? h’
Ha E > 0, a rendszeriink nincs kotott allapotban, €s a megoldas az r = o«
hatéresetben:

y,(r)=Ae™ + Be™ . (8.43)
Az E > 0 eset fOleg litkozéseknél érdekes.

Ha E <0, kotott allapotaink vannak. A

jeloléssel az r = oo hataresetben az altalanos megoldas:
y,(ry=Ae ™ + Be” . (8.45)

Azonnal belathato, hogy a végtelenben az elfogadhatd (nem divergalo)
megoldas:

y(r)y=ce ™. (8.46)
A kovetkezOkben a hidrogén-tipusti atomok kotott allapotait fogjuk vizsgalni.
A (8.41) radidlis egyenlet megolddsat olyan alakban keressiik, amely
visszaadja mindkét eddig vizsgalt (r = 0 és r = o) hataresetet:

y,(r)=cr'e " u,(r). (8.47)
A fenti képletben u; egy véges foku polinomialis fiiggvény:
w(r)=> a,r". (8.48)
k=0
d*> 2m 2me, [(l+1) Crs
A +—E+—2- r)=0 radidlis egyenletben az x=2gr
(dl"z h2 h2 » 1”2 jyl( ) gy q

valtozodcserét alkalmazzuk:

d> 2m 2m 2gqe, I(I+1)
4> — + —FE+ 20 _44°
( 7 ac*>  n nox 7 x?

(dz 2m_ . me, 1 _I(+1)

jy,(x) =0, (8.49)

jy, (1) =0, de ¢ =— 2" ¢sigy: (8.50)

+ N
dx*>  4q°n’ gh® x x? h’
d> 1 v II+1) me
_—— x)=0 ahol v =—2. 8.51
(a’x2 4 x x’ jyl( ) gh’ (8-31)

Behelyettesitve az y; feltétetelezett

1
(A )

yvi(r)y=c'x"e ?u/(x), u(x)= ZQkxk
k=0 (8.52)
alakjat:
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2 1
[j 5 —i+z—l(1—tl)]c'x”le 2u,(x)=0
X xox (8.53)

A miuveletek elvégzése utan u;-re vonatkozoan a kdvetkezd egyenlethez jutunk:

xd—2+(21+2—x)i—(1+1—v) u,(x)=0
dx’ dx : ’

d’ d "
(xw+(21+2—x)a—(l+l—v)]kz;‘akxk =0.  (8.54)

A kovetkezokben ugyanugy jarunk el, mint a harmonikus oszcillator esetében.
Kiszadmitjuk a polinomfiiggvény derivaltjait

n n 2 n n
4 ax" = Z“ka,{xk_l ,d—ZZakxk = Z:k(k—l)akxk_2 , (8.55)
dx k=0 k=0 dx k=0 k=0
¢s visszahelyettesitjiik ezt a (8.54) egyenletbe:

> ak(k-Dx""+(20+2)Y a,k" ™ = a ke’ —(1+1-v)> a,x* =0.(8.56)
k=0 k=0 k=0 k=0
A fenti 6sszegben az azonos hatvanyu tagokat 6sszevonjuk:

n—1
a,(v—I1-1- n)x"+2[a,+lt(t +)+Q21+2)a,, (t+D)—at—(+1-v)a,]x' =0
t=0
(8.57)
Annak a feltétele, hogy a fenti egyenldség igaz legyen az, hogy minden
hatvanyu tag egylitthatdja nulla legyen:
a, (t+ D)t +20+2)—a,(t+1+1-v)=0;

a,(v—-1-1-n)=0.
Ha n-ed foku polinom megoldast keresiink, akkor a, #0, é mivel /e Z,

(8.58)

azonnal kovetkezik, hogy:

v=n+l+leZ . (8.59)
Az n=0,12,.. természetes szamot, ami megadja a polinom fokéat, radidlis
kvantumszamnak, a v értékét pedig fOkvantumszamnak nevezziik. Mivel E <
0 megoldasokat keresiink, (8.50) és (8.51) alapjan azonnal kovetkezik, hogy
v > 0. Belathat6 az is, hogy a v =0 megoldas nem fogadhato el, ugyanis ez
E=—0c0 kotési energidt eredményezne, ami azzal lenne ekvivalens, hogy az
elektron az atommagban taldlhaté. Av fOkvantumszdmra azt kapjuk tehat,
hogy:

v=123..e/ (8.60)
A (8.50) ¢és (8.51) felhasznalasaval megkaphatok az energia lehetséges
sajatértékei:
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mZ%e! 1 mZ%e* Z’R

v = 5 E=—— =— , (8.61)
3277, h°E v? 32r1e,’h’ v?
ahol:
4
me
=———— a Rydberg-dllando. (8.62)
327%e, h’

Lathato, hogy a vizsgalt kvantummechanikai rendszerre az energiaspektrum
diszkrét, és a lehetséges energia-sajatértékeket a v fokvantumszdm hatdrozza
meg. Az is azonnal észrevehetd, hogy az energia-sajatértékekre ugyanazon
értékeket kaptuk mint az egyszerti Bohr-modell esetén.

Adott v és [ kvantumszdmokhoz tartozd sajatfiiggvényeket az u; n-ed fokt
polinomok (n=v—1[/-1) hatdrozzdk meg. Az u; polinomok egyiitthatojara
(8.58) szerint a kovetkezd rekurziv 6sszefliggés adodik:

¢ —q IV (8.63)
t+D)(E+20+2)
Az ay tetszlleges értekébdl kiindulva (altaldban ay = 1), ezek alapjan
megszerkeszthetd az a;, ..., a, # 0 sorozat. Az igy kapott n-ed foku u;

polinomokat asszocialt Laguerre-polinomoknak nevezziik és L)' (x)-el
jeloljik.

A sajatfiiggvényeket tehat harom kvantumszam segitségével adhatjuk meg. A
v fékvantumszam, és az / mellékvantumszdm meghatirozza a hullamfiiggvény
R, radialis részét:
R (r)= 2 =cr'e™u,(2qr) = c'(2qr) e L', (2qr). (8.64)
r
A v fOkvantumszam tetszlleges pozitiv egész szam lehet (v = 1,2,3...), mig
az [ mellékkvantumszam (8.59) értelmében / = 0,1,2 ... v —1 értékeket vehet fel.

Az | mellékkvantumszam részben meghatarozza a hullamfiiggvény (6, ¢)-t6l
fliggd részét. A hullamfiiggvény teljes (O,¢)-t6l valo fiiggésének a
meghatarozasahoz (az Y,"(6,¢) gombfiiggvények ismeretéhez) sziikségilink

van még egy harmadik w = -/, —/+1,.../-1, [ kvantumszdmra is, amit magneses
kvantumszamnak neveztiink (ezt a kvantumszamot altaldban m-el jelolik, mi itt
azért jeloltiik nem konvencionalisan w-vel, mert az elektron tomegét jeloltiik
m-el). A teljes hullamfliggvény alakja tehat:

¥ (r,0,9) = c(2qr) e " L1, (241)Y," (0,9) , (8.65)
ahol ¢ egy normalési konstans. Tehat a stacionarius allapotokban a lehetséges
hulldmfiiggvényeket harom (v,/,w) kvantumszam hatarozza meg.

138



Az atomfizikdban a kvantumszamokat egyezményesen mas betiikkel jeldlik.
Ezeket a jeloléseket eddig nem vezettiik be, nehogy mas hasznalt fizikai
mennyiségek jeloléseivel Osszetévessziik. A kovetkezOkben azonban ezen
egyezményes jelolésekre fogunk attérni:

n fokvantumszam (n = 1,2,3,4....)

n,  radidlis kvantumszam (n, = n—I-1 = 0,1,2,...)

/ mellékkvantumszam (/ = 0,1,2,...n—1)

m  magneses kvantumszam (m = -/, —[+1,...[-1, ])

Az egyelektronos atomok esetén azt kapjuk tehat, hogy az energia-sajatértékek
csak az n fokvantumszam értekétdl fiiggnek. Egy adott n fékvantumszam
esetén az [ mellékkvantumszam, ami az impulzusnyomaték modulusat jellemzi,
az [ = 0,1,2,....n—1 értékeket veheti fel. Adott / esetén az m magneses
kvantumszdm (ami az impulzusnyomaték z tengely irdnyt komponensét
jellemzi) az m = —[-/+1 ..I-1, [ értékeket veheti fel. Az n és [
kvantumszdmok meghatarozzak az n, radialis kvantumszam értékét, amely
megadja a hulldmfiiggvény radidlis részére a csomodpontok (zérus-helyek)
szamat. Azonnal belathato, hogy adott n fékvantumszdmhoz tartozd energia-
sajatérték elfajulasi foka:

g(n) = §(21+1): n’. (8.66)

Amint azt mar emlitettiik, a klasszikus nemrelativisztikus kvantummechanika
keretében a centralis térben valdé mozgés esetén az E, L’ és L. mennyiségek egy
teljes megfigyelhetd rendszert alkotnak. Rendre megmérve ezen fizikai
mennyiségeket, megkapjuk az n, /, é m kvantumszdmokat, és ezennel
meghatarozhatjuk a kvantummechanikai rendszer allapotat. E értékét az n
fokvantumszam hatdrozza meg, L’ értékét az [ mellékkvantumszam, L. értékét
pedig az m magneses kvantumszam:

2
p=-% ZR S>n=123,..
n
L =rl(+1)>1=012,.. (8.67)

L =tm—>m=-,...,0,...,/

Az atomfizikaban az elektron lehetséges éllapotait a fokvantumszam és a
mellékkvantumszam segitségével kddoljuk. Az [ = 0 allapotokat s allapotoknak
nevezziik, az [ = 1 éllapotokat p allapotoknak nevezziik, az / = 2 éllapotok d
allapotok, mig az /=3 éallapotok f allapotok lesznek. A fenti targyalasmod
értelmében az egyelektronos atomok esetén az energia csak a
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fokvantumszamtol fligg, €s ilyen esetben a kiillonboz6 (n,/) allapotok energidit
¢s az elfajulasi fokat, illetve a g 0ssz-elfajulasi fokot a 8.3 dbra szemlélteti.

E

3s(1) 3p(3) 3d(3) g=g
2s(1) 3 g4

1s(1) g=1

8.3. dbra: Egyelektronos atom (n,l) energiaszintjei és az elfajulasi fokok

Az elektron sszhullamfiiggvényére a normalési feltétel:

ﬁj\y*(r,e, ¥ (r,0,4)d’x=1 > m‘}f*(r,e,;zs)\y(r,e,gzs)rzdrsine d0dg=1,
(8.68)

ami altal meghatarozhat6 a (8.65) egyenletben a ¢ normalasi konstans.

Néhany kis n, [, €s m értékekhez tartoz6 normalt¥, ,  hullamfliggvény:

1

Wi (1,0,4) = (ma* ) 2¢ (8.69)
)
W0 (.0,0) = (3272 2(2——} 2 (8.70)
a
NIV
W, (r.0.4) = (64m° ) 2 Le 2 sin e ; (8.71)
a
NI |
W, (r.0.4) = (64m°) 2 e sinde (8.72)
.
W, (r.0,4) = (327" ) > Le 2 coso. (8.73)
a
A fenti képletekben
2
a= 4”8°h2 , (8.74)
m,Ze

az elsé Bohr-palya klasszikus sugara.
A nemrelativisztikus kvantummechanikabol a részecskék (elektronok) spin

szabadsagi fokai nem kdvetkeznek. A spin a relativisztikus targyaldsmod soran
jelenik meg, ezért a klasszikus nemrelativisztikus kvantummechanikaban a
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spint erdltetve kell bevezetni. Az elektronnak egy s = 1/2 kvantumszammal
jellemzett spin szabadsagi foka is van, amely a tengelykoriili perdiiletéhez

rendelt impulzusnyomatékanak a moduluszat hatdrozza meg L; =7’ l(1 + l) .
2 2

Ezen perdiilethez rendelt impulzusnyomatéknak egy kivalasztott tengely irdnyu
komponensét az m, = 1/2, illetve m; = 1/2 lehetséges magneses
spinkvantumszamok jellemzik. A spin szabadsagi fok tehat minden eddig
kapott kvantummechanikai allapotnak tovabbi kétszeres elfajulasat adja. Az n
fokvantumszammal jellemzett kvantummechanikai allapot tehat a val6sagban
g(n)=2n’-szeresen elfajult.

8.5 A tobbelektronos atomok

Mindeddig csak az egyelektronos atomok esetét targyaltuk. Ha tobbelektronos
atomot akarunk targyalni, akkor az mar sajnos nem ,egyszeri” kéttest-
probléma, ¢s a feladatnak mar a klasszikus mechanikai targyaldsa is nagyon
bonyolulttd valik. Tobbelektronos atomoknal lényeges figyelembe venni az
elektronok kozott hato taszitoeroket, amelyeknek kovetkeztében az elektronok
mag korili mozgadsa nem lesz egymastdl fiiggetlen. A  feladat
kvantummechanikailag egzaktul nem oldhaté meg, ¢és altalaban kozelitd
modszereket alkalmazunk.

Els6 kozelitésben teljesen elhanyagoljuk az elektronok kozti kdlcsonhatasokat,
de figyelembe vessziik az elektronokra érvényes Paui-féle kizarasi elvet. Ha
nem kolcsonhatd részecskékbol allo kvantummechankai rendszeriink van,
akkor ebben a rendszerben el6szor is értelmezziik az egyrészecske-allapotokat.
Az egyrészecske-allapotokat gy kapjuk, hogy megkeressilk a rendszer
stacionarius  allapotait (energia-sajatallapotait), feltétetelezve, hogy a
rendszerben egyetlen egy részecske van. A nem kolcsonhatd tobbrészecskébol
allo rendszer lehetséges allapotait a részecskéknek az egyrészecske-allapotokra
vett elosztasi lehetdségei adjdk meg. A Pauli-féle kizarasi elv a feles
spinkvantumszammal rendelkez0 részecskékre (igy az elektronokra is)
vonatkozik. Ezen elv értelmében a nem kolcsonhato, feles
spinkvantumszammal rendelkezé azonos részecskékbél allo rendszerben
két részecske nem talalhato ugyanabban az egyrészecske-allapotban. A
Pauli-féle kizarasi elv tehdt nagymértékben lecsokkenti a tobbrészecske
rendszerben az egyrészecske-allapotokon vald lehetséges elosztdsokat. Mivel
adott egyrészecske-allapotot az 6t leird hullamfliggvénnyel, ezt pedig a hozza
tartozd6 kvantumszdmokkal jellemezhetjiik, a Pauli-féle kizarasi elvet
kijelenthetjiik a kvantumszamokkal is. Egy nem kolcsonhato, feles spinii
azonos részecskébdl allo kvantummechanikai rendszerben két részecske
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nem lehet ugyanazon kvantumszamokkal jellemzett egyrészecske-
allapotban.

Figyelembe véve a Pauli-féle kizarasi elvet és a fizikaban altaldnosan érvényes
energiaminimum elvét, elsé megkozelitésben azonnal targyalhaté a
tobbelektronos atomok alapéllapota is. Ha N elektronunk van az atomban,
akkor a koztiik levé kolcsonhatas elhanyagolasaval a lehetséges egyrészecske-
allapotokat a (8.65) hullamfiiggvények jellemzik. Az allapotokat az (n,/,m,my)
kvantumszamokkal jellemezhetjiik, és ezen allapotok energidja csak az n
fokvantumszam értékétdl fiigg (8.3 abra). Az N darab elektront tgy kell tehat
elosztanunk a lehetséges allapotokon, hogy két elektronnak ne legyen ugyanaz
mind a négy kvantumszdma, és hogy a rendszer Osszenergidja a lehetd
legkisebb legyen. Ha N=2, akkor héliumatomunk van, és azonnal kovetkezik,
hogy mindkét elektront az 1s allapotba kell tenni. N = 3 esetén (litiumatom) az
alapallapotban két elektron az ls egyrészecske-allapotba keriil, egy elektron
pedig a 2s vagy 2p allapotba fog keriilni. A N>3, tobbelektront tartalmazo
atomok alapallapotaiban az elektronok konfiguracidja hasonl6an kaphatd meg.

A valdsagban azonban az elektronok kozti kdlcsonhatasok nem hanyagolhatok
el. Jobb megkozelitést kapunk, ha az elektronok kozti kdlesonhatast gyengének
tekintjik, ¢és az egyrészecske-allapotok perturbacidjaként kezeljik. A
perturbacio kovetkeztében az egyrészecske-allapotok energianivoi eltolédnak,
¢s az energiaallapotok elfajulasa részben feloldodik. A perturbacidés modszert
ezen konyv keretében nem fogjuk targyalni, és itt csak a Iényeges
eredményeket ismertetjiik. A legfontosabb kdvetkezmény az lesz, hogy az
egyrészecske-allapotok energidi nemcsak az n fOkvantumszam értékétol,
hanem az [ mellékkvantumszam értékétdl is fiiggni fognak. Nagyobb [
mellékkvantumszdmhoz nagyobb energiaérték fog tartozni, gy, ahogy ezt a
8.4. abran szemléltetjiik. Adott energia-sajatérték elfajuldsi szintje ezaltal
részben feloldodik. Egy (n,/) kvantumszam-pérhoz tartoz6 energia-sajatérték a
magneses tér hidnyaban 2(2/+1)-szeresen elfajult.

E
35(1) 3p(3) 3di5)
25(1) _ 2p8)
15(1)

8.4. abra: Tobbelektronos atom egyrészecske-allapotai
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A tobbelektronos atom alapallapotat a 8.4. abran lathatd szintek betoltésével
kapjuk, figyelembe véve az elektronokra érvényes Pauli-féle kizarési elvet és
az energiaminimum elvét. Legeldszor az 1s szintek telnek meg elektronokkal,
majd a 2s, 2p, 3s, 3p....stb szintek. A perturbalt (n,/) szintekhez tartozo
energiaértékek elég komplex eloszlasuak, és nagy n, illetve / értékekre
eléfordul példaul, hogy az alacsonyabb n értékhez, de nagyobb /-hez tartozo
szint energidja nagyobb lesz, mint egy nagyobb n értékhez tartozé szintté.

8.6 A Bohr-palya kvantummechanikai értelmezése

A kvantummechanika keretében nem beszélhetiink klasszikus értelemben vett
palyakrol és palyasugarakrol. A (8.65) hullamfiiggvények értelmében nem
z¢érus valoszinlisége van annak, hogy az elektron akéarhol legyen a mag kortl.
Léteznek azonban bizonyos Kkitiintetett iranyok (ahogy a gdombfiiggvények
targyalasanal lattuk), ¢és bizonyos magkoriili tavolsagok (amelyek a
hullamfiiggvény radialis részének az abrazolasabol kaphatok meg), amelyekre
a részecske megtalalhatdsagi valdszinliség-siirlisége maximalis. Ezek alapjan
tobbféle lehetdség adodik az elektronpalyak értelmezésére. Definidlhatjuk a
palyasugarat példaul valdszinliségi alapon, megkeresve a radidlis tartozkodési
valoszinliség-stiriség maximumat, vagy definidlhatjuk az atlagértékek
segitségével, kiszamitva az adott kvantummechanikai allapotra az <r>y
mennyiséget.

Tekintsiik példaként az elektron alapallapotat a hidrogénatomban. Az
alapallapot egy 1s tipust kvantummechanikai allapot, amelyhez
gombszimmetrikus hulldmfiiggvény tartozik:

1o
Wi (1,0,0) = (ma* ) 2 e <. (8.75)
Y,,, egy exponencialisan lecsengd fliggvény, amelynek a maximuma a
nullaban van.
1) Eldszor értemezziik erre az allapotra a Bohr-sugarat valdszinliségi alapon.
Mivel gomszimmetrikus hullamfliggvényiink van, annak a P(rr+dr)
valoszinlisége, hogy az elektron r €s r+dr tavolsagok kozott legyen a magtol:

P(r,r+dr) =W, (r,0,9) 4mdr . (8.76)

P(r,r+dr)/dr egy harang alakt gorbe, amelynek a maximumpontja értelmezi a
Bohr-palya sugarat (1asd 8.5 ébra).
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P(r,r+dr)/dr (tetszbleges egységek)
o o
N o
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r (tetszbleges egységek)

8.5. abra: 4 magtol r tavolsagra valo megtaldlhatosagi valosziniiség-
suriségnek az alakja az alapallapotban

Az els6 Bohr-palya sugarara azonnal adodik:
2r

%(rze“) =0=>r,, =a. (8.77)

2) A Bohr-pélya sugara értelmezhetd az <r> atagérték kiszamitasaval is. Ezen
értelmezé€s alapjan:
2 .
Foy =<7 >y = [[[11W)0 (.0, 8) "1 sin O(dO)dp)(dr) . (8.78)
A szamitasok elvégzése azonnali:

© 2r

<F>0= %J‘fe_“dr = Ea . (8.79)
0

Lathato, hogy a valoszintiségi, illetve atlagartékkel értelmezett Bohr-palya

sugarak nagysagrendileg megegyeznek, ¢és jol egyeznek a Bohr-féle
atommodell altal szolgaltatott értékkel.

Megjegyezziik, hogy a ¥, hullamfiiggvények segitségével hasonldé modon

kiszamithato az elektronnak barmely térintervallumban valo tartozkodasi
valoszinilisége, illetve barmely szdmunkra 1ényeges atlagérték is.

8.7 Javasolt feladatok

1. Tanulmanyozzuk egy kvantummechanikai részecske stacionarius allapotait a

Vir)=—+ Br’ tipusu centralis térben (4 és B pozitiv konstansok).
r

2. A hidrogénatom n = 2, [ = 0 és m = 0 kvantumszdmokkal jellemzett
allapotaban becsiiljiilk meg a palyasugar értékét.
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3. Szamitsuk ki az r és 1/r varhatd értékét a hidrogénatom tetszéleges n,l,m
kvantumszamokkal jellemzett stacionarius allapotaiban.

4. Igazoljuk, hogy a hidrogénatom 2p stacionarius allapotaiban a szdgek szerint
2

atlagolt valdsziniiség-siiriség: »>W?(r) maximuma az r = helyen van (m

2
me

az elektron tomege, e a toltésének a modulusza).
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Flggelék
I. Fiiggelék
A valésziniiség-szamitas alapjai

Ezen fliggelék keretében roviden targyaljuk a valdszinliség-szamitas alapjait,
melyeket a kvantummechanika targyaldsa soran felhasznalunk. Bevezetjiik a
diszkrét és folytonos valdsziniiségi valtozokat, ezeknek az eloszlasfiiggvényét,
a lényeges ¢és gyakran el6forduld eloszlasokat, illetve a valoszinliségi
valtozokat jellemzd mennyiségeket.

1.1 Alapfogalmak

Véletlen jelenség: 1étrejottét befolyasolod Osszes tényez6t nem ismerjik, ezért
szamunkra véletlenszerlinek tlinik. Azonnali példa egy jatékkockaval vald
dobas.

Tomegjelenség: a jelenség adott feltételek mellett akéarhanyszor
megismételhetd.

A val6szinliség-szamitas keretében véletlen tomegjelenségekkel foglalkozunk.
Ilyen példaul a kockadobas eredménye, radioaktiv probaban bekdvetkezd
bomlasok kozott eltelt ido, stb.

Elemi esemény: egy adott kisérlet lehetséges kimenetelei (w). Ezen lehetséges
kimenetelek értékét valésziniliségi valtozénak nevezzik.

Eseménytér: adott kisérlet 6sszes lehetséges kimeneteleinek halmaza (€Q).
Esemeény: a kisérlettel kapcsolatban megfogalmazhaté barmely jelenség, az
eseménytér valamely részhalmaza (latin nagybetiivel jel6ljiik).

Biztos esemény: olyan esemény, amely a kisérlet soran mindig bekovetkezik.
Lehetetlen esemény: olyan esemény, amely a kisérlet soran soha nem
kovetkezik be.

A valdsziniiség fogalma:

Ha egy kisérlet 4 kimenetelének valdszinlisége p, akkor, ha a kisérletet nagyon
sokszor elvégezziik, azt varjuk, hogy a kimenetelek p hanyaddban az A
kimenetel valosul meg. Ez a valoszinliség gyakorisaggal (frekvenciaval)
megadott értelmezése.
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1.2 Valészin(iségi valtozo. Eloszlasfliggvény

Diszkrét valdsziniiségi valtozo. Diszkrét eloszlasfliggvény

Legyen X egy véletlenszerti valtozd, amely adott kisérlet kimenetelének értékét
jelenti. Feltételezziik, hogy a kisérletnek véges szami kimenetele lehetséges,
tehat az Q eseménytér diszkrét véges halmaz (X Osszes lehetséges értékeinek
halmaza). Az X valdszinliségi valtozd eloszlasfiiggvénye egy Q értelmezési
tartomanyu valos értékkészleti m fiiggvény, amely eleget tesz az aldbbi

kovetelményeknek:
1. m(w)=0, ahol w € QQ (L.T)
2. ) m@)=1. (1.2)

weQ)
Legyen E egy tetszOleges részhalmaza ©-nak, akkor az E esemény
valoszinlisége egy P(E) szdm ugy, hogy:
P(E)=) m(w) (L3)

wekE

Folytonos valészinliségi valtozo6. Az eloszlasfiiggvény értelmezése

Tekintslik a kovetkezd esetet: véletlenszerlien ramutatunk egy X pontra a [0,1]
intervallumbdl. Hanyféle kimenetele lehet ennek a kisérletnek? Milyen
tulajdonsagai vannak ebben az esetben az eseménytérnek? Konnyen belathato,
hogy a kisérletnek megszamlalhatatlanul végtelen sok kimenetele lehetséges,
¢€s az eseménytér éppen az Q = [0,1] valds intervallum. Lathat6 tehat, hogy az
X folytonos véletlenszerii valtozo, eloszlasfiiggvényét ezért mas gondolatmenet
alapjan kell megadni. Ebben az esetben nem értelmezett a valoszinliségnek az a
meghatdrozasa, hogy egy adott kimenetel valdszinlisége egyenld a kedvezd
esetek szamanak ¢€s az dsszes probalkozasok szamanak hanyadosaval.

Az eloszlasfiiggvényt a kovetkezoképpen értelmezziik folytonos valdszintiségi
valtozok esetén:

P([x,x+dx])= f(x)dx, (I4)
ahol P([x, x+dx]) annak valoszinisége, hogy a valtozdé az [x, x+dx/
intervallumba essék, f(x) pedig az eloszlasfliggvény.

Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai:

1. f(x)=20,VxeR (I.5)

2. Pa< X <b)=[ f(x)dx, Ya,beR (L6)

3. J. f(x)dx =1 (az eloszlasfiiggvény egységre normalt). (L.7)
Q
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1.3 Miiveletek eseményekkel, dsszetett események

Eseményekkel ugy végziink miveleteket, mint a halmazokkal, ezért a
tovabbiakban halmazelméleti jel6léseket fogunk hasznalni. Legyen 4 ¢és B ket
halmaz. Ertelmezziik a kovetkezd miiveleteket:

AUB={x|xeAvxeB},
ANnB={x|xe AnxeB},
A-B={x|xeAnx¢ B},
A={x|xeQArxeA}.

ANB AUB A A-B
L 1. abra: Halmazokkal végzett miiveletek

(1.8)

(® «

Eseményekkel végzett miiveletek legfontosabb tulajdonsagai
Legyen az Q eseménytér, 4, B események, és P(X) jeldlje az X esemény
valoszinlis€égét.

1. P(A)>0, VACQ. (1.9)
2. P(Q)=1. (1.10)
3. P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B) (L11)
4. P(A)=1-P(A4), VAcQ (1.12)

Tekintsiilk a dobokockaval valdo dobdst mint véletlenszerli folyamatot, és
keressiik az ezzel kapcsolatos kiilonb6zé események valdsziniiségét. Ebben az
esetben az eseménytér véges, 6 elemet tartalmaz, az elemek a kocka lapjain
levd pontok szamat jelolik:

Q={1,2,3,4,56}
Feltételezziik, hogy a dobokocka nem ,cinkelt”, vagyis barmely lap
ugyanolyan valdszinliséggel jelentkezik. Az eloszlasfiiggvény igy:

1
m(i)==,i=1,2,...,6.
0=

Tekintsiik azt az £ eseményt, hogy péaros szdmot dobunk, vagyis £ = {2, 4, 6}.
Ekkor

P(E)=m(2)+m(4)+m(6) =—+—+

|~
|~
|~
| —
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Keressiik annak valésziniiségét, hogy ne dobjunk egyest vagy hatost. Legyen
F={1,6}. P(F)=1—P(F)=l—%=§.
Adjuk meg annak valoszinliségét, hogy parost dobunk vagy harommal
oszthatot. Legyen a két esemény: E = {2, 4, 6}, FF = {3, 6}. Akkor: ENF =
{2,3,4,6}.

2

Azonnal belathat6: P(EU F) = 3

Gyakorlatként ellendrizziik a 3. tulajdonsag helyességét!

1.4 Fontos eloszlasfuggvények

Egyenletes eloszlas
Diszkrét egyenletes eloszlas:
Legyen Q eseménytér szamossaga n. Egyenletes eloszlast mutatd véletlenszera

valtozo eloszlasfiiggvénye: m(i) = l, Vi=12,...,n (I.13)
n

Konnyen belathatd, hogy ez -eleget tesz az eloszlasfiiggvények
tulajdonsagainak.

Folytonos egyenletes eloszlas:

Legyen Qc3' eseménytér. FErtelmezzik az egyenletes eloszlas
eloszlasfliiggvényét mint

f(x) = ¢, ahol ceR egy allando, amelynek értéket a normaldsi feltételbdl
szamitjuk ki:

[fodx=1. (L14)

Bernoulli- v. binomialis eloszlas
Adott kisérletnek kétféle kimenetele lehetséges: siker vagy kudarc. Legyen a
siker valoszinlisége p, jeloljik g = 1-p-vel a kudarc bekovetkezési
valoszinliségét. Keressiik annak valdszinliségét, hogy n probalkozasbol
pontosan k kimenetel sikeres. Egy siker bekovetkezési valoszintisége p, akkor &
siker valosziniisége p*. Hasonloan, a fennmaradé n—k esetnek kudarcnak kell
lennie, ennek valoszintisége ¢"*. Masrészt, n probalkozés soran C* -féleképpen
valosulhat meg k kedvezé esemény. Osszegezve, annak valoszintisége, hogy n
probalkozasbol pontosan £ siker adddik, ha a siker valoszintisége p:
b(n,p.k)=C,p*q"™" (L15)
Ez az 6sszefliggés az un. Bernoulli- vagy binomislis eloszlas.
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L2. abra: A Bernoulli-eloszldsra kapott szimulacios eredmények. Az ordinadta
tengelyen P(k)=b(n,p,k) valosziniiséget abrazoltuk k fiiggvényében kiilonbozo n
értékek esetén (p=0.3 és q=0.7)

120

Sziikséges kimutatni, hogy b(n,p,k) valoban eloszlasfiiggvény, vagyis, hogy:
1. 0<b(n,p,k)<1,barmely n >k és 0 <p <1 esetén.

2. b(n,p,k)=1.
k=1

Az 1. azonnal kovetkezik b(n,p,k) alakjabol. Konnyen belathato, hogy a 2.
Osszeg nem mas, mint a (p + g)" kifejtése. Tudjuk viszont, hogy p + g = 1,
ahonnan kovetkezik 2. kijelentés. Ezennel bebizonyitottuk, hogy a binomialis
eloszlas eleget tesz az eloszlasfiiggvényre kiszabott kvetelményeknek.

Poisson-eloszlas
Tekintsiik a kovetkezd fizikdban gyakori esetet: adott esemény véletlenszerii
1dékozonként kovetkezik be. Azt tudjuk, hogy egységnyi id0 alatt atlagosan
A = konstans bekovetkezés torténik. (Példaul egy nagyvarosi renddrségre
véletlenszerli id6kozonként érkeznek telefonhivasok, és a sok éves tapasztalat
azt mutatja, hogy atlagban 5 perc alatt 8 telefonhivas érkezik.) Keressiik az
egységnyi ido alatti bekovetkezések eloszlasat.
Kiindulunk a binomialis eloszlasbol. Felosztjuk az adott iddintervallumot »
egyenld hosszsagu alszakaszra ugy, hogy egy ilyen rovid iddszakra
legfennebb egy bekdvetkezés essék. Ilyen mddon, az a szakasz szamit sikernek
a binomialis eloszlas tekintetében, amikor torténik esemény, a tobbi szakasz
»ures”, vagyis sikertelen. Els¢ 1épésben keressiik a ,,siker” p valdszinliségét.
Egységnyi id6 alatt atlagosan 4 siker kovetkezik be, hasznalva a Bernoulli-
eloszlas jeloléseit, ez nem mas, mint np.
A=

p
A (1.16)
p=—
n
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Felhasznalva a binomidlis eloszlést, keressiik a bekdvetkezések (X) eloszlasat:
P(X=0)=b(n,p,0)=(1-p)" = (1 _%]” ~ e, ha n nagyon nagy szam.
Barmely rogzitett k érték esetén felirhato:

b(bn(’n]f k, ]i)l) _A- (lliq_ Dp ~ % , szintén nagy n (tehat kis p) értékek esetén.

Ilyenforman:
P(X =1)= Jde ™", illetve altalanosan:

k

P(X =k)= %e* (1.17)

Ez wutobbi kifejezés a Poisson-eloszlast szolgaltatja. Megadja annak
valoszinliségét, hogy egységnyi id6 alatt pontosan k bekovetkezés torténik.

Gyakorlatként bizonyitsuk be, hogy a Poisson-closzlds eleget tesz az
eloszlasfiiggvények tulajdonsagainak!

Exponencialis eloszlas

Az  exponencidlis  eloszlas  egyike a  legfontosabb  folytonos
eloszlasfiiggvényeknek. Szoros kapcsolatban all a Poisson-eloszléssal.
Tekintsiink ismét véletlenszeri id6kozonként bekovetkezd eseményt. Legyen
ez pe¢ldaul egy radioaktiv probaban két egymas utani bomlés kozott eltelt 1do.
Keressiik két egymas utani bekovetkezés kozott eltelt ido eloszlasfiiggvényét.
Erre a célra gyakran alkalmas az un. exponencialis eloszlasfiiggvény:

f(x)=2e ™, ahol 0<x<o. (1.18)

Az eloszlasfiiggvény a megnevezett intervallumon kiviil nulla értéket vesz fel.
A kifejezésben szerepl6 4 pozitiv allando. Jelentését megadjuk a késébbiekben.
Gyakorlatként javasoljuk annak bizonyitdsat, hogy a fenti exponencialis
fliggvény valdban egységre normalt, €¢s megadja a kitlizott feladatban annak a
valoszinliségét, hogy a két véletlenszerli esemény kozti id6 x és x+dx kozott
legyen, ha dx egységnyi.
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L.3. abra: Exponencialis eloszlas kiilonb6zo A paraméter-értékekre

Az exponencidlis eloszlas segitségével gyakran adunk vélaszt olyan tipust
kérdésekre, hogy: ,,Mennyit kell varni, amig ...” Legyen T exponencialis
eloszlast kovetd valosziniségi valtozd 4 paraméterrel. Mi a valdszinlisége
annak, hogy 7 < x?

F(x)=P(T <x)= jo" AeHdt=1-e". (1.19)

Vizsgaljuk az exponencidlis eloszlds egyik legfontosabb tulajdonsagat, a
»memoria hianyat”. Kiszamitjuk annak valoszintiségét, hogy még kell varni s
iddt egy ujabb bekovetkezésre, ha mar vartunk elézdleg » id6t. Ez egy feltételes
valoszinliség.

(A feltételes valodszinliséget a kovetkezOképpen jeloljik és értelmezziik

altalanosan:

P(ENF)
P(F)

Megadja annak valosziniiségét, hogy bekdvetkezik az E esemény, ha tudjuk,

hogy F esemény mar bekdvetkezett.)

P(E|F)= (1.20)

Jelen esetben az exponencidlis eloszlasnal azt fogjuk megmutatni, hogy igaz a
kovetkezo egyenldség:
P(T>r+s|T>r)=P(T >s) (I1.21)
Ennek igazoldsara kiszamitjuk az egyenldség két oldalan megjelend
valoszinliségeket. A jobb oldalon:
1-F(s)=e™™, (1.22)
mig a bal oldalon szerepld feltételes valdszinliségre irhatjuk:
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~A(r+s)
P(T>r+s):1—F(r+s):e - e (1.23)
P(T >r) 1-F(s) e

Innen vilagosan latszik: annak valdszintisége, hogy még s ideig varni kell egy
bekovetkezésre fliggetlen attol, hogy elézdéleg mar r ideig vartunk. Ez az
exponencialis eloszlasra jellemzé nagyon fontos tulajdonsdg, a ,,memoria
hidnya”. A réadioaktiv bomldsok egymasutani tanulméanyozasakor talalkozunk
példaul ilyen tipusu eloszlassal.

Normal- vagy Gauss-eloszlas

A legfontosabb, természetben gyakran eléforduld eloszlasfiiggvény a normal-
vagy Gauss-eloszlas. Alakja:

e—(x—y)2/20‘2 5 (124)

f("):ﬁ

ahol u és o paraméterek, jelentésiiket megadjuk a késébbiekben.

Q.

L.4. abra: Normdleloszlas eloszlasfiiggvénye i = 0 esetén

Azon esetben, amikor a paraméterek 4 = 0 és ¢ = 1 értéket vesznek fel,
standard normaleloszlasrol beszélink. A  normaleloszlas hatalmas
jelentségét a természetben a valOszinliség-szamitds fontos alaptétele, a
kozepes hatareloszlas tétele magyardzza. Ezt a tételt kijelentjiik, de
bizonyitasa tallépi jelen jegyzet kereteit, ezért nem bizonyitjuk. (Bizonyitasat
lasd pl. Charles M. Grinstead ¢és J. Laurie Snell: Introduction to Probability,
10.3 fejezet.)

Koznapi szavakkal kijelentve, a kozepes hatareloszlas tétele kimondja, hogy

nagy szamu, tetszOleges eloszlast kovetd valoszinliségi valtozd Osszegére
jellemzd eloszlasfiiggvény a normaleloszlashoz tart.
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Annak igazoldsa, hogy a normaleloszlas valoban eleget tesz az
eloszlasfiiggvényekkel szemben tdmasztott kdvetelményeknek, nem azonnali.
A normalashoz ki kell mutatni, hogy:

jw L My (1.25)
A\ 2mo
A bizonyitas soran felhasznaljuk, hogy:

[(evax=2 j: e dx=Ax . (1.26)

1.5 Varhaté érték (atlag), széras, korrelacio

Varhato érték

Tekintsiik a kovetkezd jatékot: dobdkockaval dobunk. Amennyiben paros
szamot dobunk, a szdmnak megfeleld 0sszeget veszitiink, ha paratlant dobunk a
szamnak megfeleld Osszeget nyeriink. Példaul, ha kettest dobunk, veszitiink
kett6t, ha harmast dobunk, akkor nyerlink harmat. Fel kell mérni, hogy
érdemes-e¢ jatszani! Szeretnénk tudni, hogy atlagosan mennyi nyereségre
szamithatunk egy dobds soran, és ezt a kovetkezOképpen szamitjuk ki:

(A

A jaték tehat nem nyereséges a jatékos szamara.

A bevezetd példa utan értelmezziik diszkrét valdszinliségi valtozo esetén az
atlagot (varhato értéket): Legyen X diszkrét valoszinliségi valtozdé az Q
eseménytérben ¢és m(x) eloszlasfiiggvénnyel. Az X valdszinliségi valtozo
atlagértéke:
p=EX)=(X)=> x-m(x) (1.27)
xeQ

Amennyiben a fenti 6sszeg nem abszolut konvergens, azt mondjuk, hogy X-nek
nincs jol meghatarozott varhat6 értéke.

Gyakorlatként bizonyitsuk be, hogy a binomidlis eloszlasra jellemzd varhatd
érték u = np. Szamitsuk ki a Poisson-eloszlas varhat6 értékét is!

Most attériink a folytonos eloszldsu valdsziniiségi valtozok esetére. Legyen
adott a folytonos eloszlasi valdszinliségi  valtozot  jellemzd  f(x)
eloszlasfiiggvény. A varhat6 értéket ekkor a kdvetkezo kifejezés szolgaltatja:

p=EX)=(X)= IZ xf (x)dx (1.28)
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Vizsgaljuk az exponencialis eloszlas esetét. Arra akarunk valaszt adni, hogy
atlagosan mennyi id6 telik el példaul két egymast kovetd radioaktiv bomlas
kozott. A varhato érték definicidja alapjan:

E(X)=(X)= f"x e Mdx = % (1.29)

0

Ezennel értelmezni tudjuk az exponencialis eloszlasra jellemzd 4 paramétert,
ami nem mas, mint az atlagérték reciproka. Radioaktiv bomléas esetén bomlasi
allandonak nevezziik, megadja, hogy egységnyi id6 alatt 4tlagosan hany
bomlas torténik. A Gauss-eloszlas u paramétere szintén az eloszlasra jellemzé
atlagérték. A szamitasok elvégzése lényegesen konnyebb a standard alak
felhasznalasaval. Gyakorlatként javasoljuk annak igazolasat, hogy a standard
Gauss-eloszlas (¢ = 0) esetén az atlagérték valoban 0. Ilyenkor azt mondjuk,
hogy az eloszlas nullara centralt, ¢s az eloszlast jellemzd haranggorbe alakja
szimmetrikus az Oy tengelyre nézve.

A varhat6 érték tulajdonsagai:
Legyen X ¢és Y két valos véletlenszeri valtozd, ¢ éalland6, akkor az
atlagértékekre igazak a kovetkez6 tulajdonsagok:

1.EXX+7Y) =EX) + E), (1.30)
2. E(cX) = cE(X). (1.31)
Altalanosan:

E(C]X] +ceXo+ .+ Can) = C]E()([) + C2E(X2) + .. +CnE()(n). (132)

Legyen X és Y egymastol fliggetlen véletlenszeri valtozo. Ilyen feltételek
mellett:
E(XY) = E(X)E(Y). (1.33)

Szérasnégyzet (variancia), széras

Legyen X valos értékii valosziniiségi valtozo varhat6 értéke E(X) = u. Ekkor X
szorasnégyzete (varianciaja):

V(X)=0° = E(X — 1)*) = E(X* 24X + i*) = E(X*) = 2UE(X) + 4i* = E(X*) — p1*

(1.34)
Innen azonnal adédik a szoras vagy standard deviacié kifejezése:
D(X)=0=V(X). (1.35)
A szorasnégyzet tulajdonsagai:
1. V(eX) = V(X), (1.36)
2. V(X +¢) =V(X). (1.37)
3. Ha X és Y fiiggetlenek: V(X+Y) = V(X) + V(Y). (1.38)

Gyakorlatként ellendrizziik a fenti allitasok helyességét.
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A szérasnégyzet kiszamitasa
Mindenek elétt az E(X°) mennyiséget kell kiszamitani. Diszkrét esetben:

E(X")=(X*)= ’m(x) (1.39)
Innen a szordsnégyzetre kapjuk, hogy: N
V(X)=E(X*)—~(E(X)" =(X*)-(x)’ (1.40)
Folytonos esetben:
E(X*)=(x*)=[" xf(x)dx (1.41)

Ezutan a diszkrét esethez hasonloan szdmitjuk a széradsnégyzetet.
A szorasnégyzet megadja a valOszinilségi valtozonak az atlagtol valo
kozepes négyzetes eltérését.

Gyakorlatként bizonyitsuk be, hogy a Bernoulli-eloszlas szérasnégyzete
2
o” =npq.

A norméleloszlas esetén a ¢ paraméter éppen a szérasnégyzetet jelenti. A
szamitasokat ismét kdnnyebb elvégezni a standard normaleloszlas esetére, €s
ellendrizhetd, hogy ha ¢ = 1 paraméterrel dolgozunk, akkor a szorasnégyzetre
is 1-et kapunk.

Gyakorlatként szadmitsuk ki a A paraméteri exponencialis eloszlas
szorasnégyzetét!

Korrelacio
Legyen X ¢és Y két véletlenszeri valtozo. Ertelmezzik a két valtozd
kovarianciajat mint:

cov(X,Y) = E((X — u(X)(Y = u(Y))) (1.42)
A kovariancia tulajdonségai:
1. cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y) (1.43)
2. cov(X,Y)=0, ha X és Y egymastol fiiggetlenek. (1.44)
3.V X+Y)=V(X)+V(Y)+2cov(X,Y) (1.45)
Ertelmezziik most az X és Y valtozok korrelaciojat mint:

cov(X,Y)

(X, 1) =L L)
P JFoor )

Azonnal kovetkezik, hogy: —1< p(X,Y) <1.

(1.46)
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Il. Fiiggelék

A Dirac-delta funkcional és tulajdonsagai

Ezen fiiggelék keretében az altalunk sokszor hasznalt Dirac-delta funkcional
tulajdonsagait targyaljuk. Gyakorlatként ¢és példaként az egydimenzids
rendszerekre megoldjuk a stacionarius Schrodinger-egyenletet egy Dirac-delta
alakt potencialvolgyben talalhaté részecske esetére.

1.1 A Dirac-delta funkcional és tulajdonsagai

A funkcional egy altalanositott fliggvényt jelent. A Dirac-delta funkcional
matematikai értelmezése:

oo;x=0
o(x)=4 II.1
) {O;x #0 L
gy, hogy: T5(x)dx =1 (I1.2)

Legyen (&) egy tetszoleges fiiggvény L-bdl, akkor a kdvetkezd egyenletek
szintén a Dirac-delta funkcionalt értelmezik:

[SE)p(EXE = 9(0) (1L3)
[8(2 - a)p(&xE = p(a) (1L4)

A fenti értelmezés alapjan a Dirac-deltat mintavételezési fiiggvénynek is
nevezik. Néhany jol ismert folytonos fiiggvény hatarértékben megkozeliti a
Dirac-fiiggvényt:

S5(x) = limA- S (IL5)
V—0 72- x
1% 2.2
o(x)=lim—=e™" " ; (11.6)
( ) V—>0© /72-
o(x)= liml — (I1.7)
eyt +1
)
5(x) = lim L 510 . (IL.8)
V—>0 7z- m
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A Dirac-fliggvénynek a kovetkezd fontos tulajdonsagai vannak:

1. 0(—x)=9(x)
2. x0(x)=0
3. f()o(x—a)= f(a)o(x—a)
4. 5(ax) = L5()6),61 =0
a

5.0(x*—a’)= 5 | | —[6(x—a)+S(x+a)]

5(x X, )
o olrl=27

dx|,.

ahol x; az f(x) = 0 egyenlet gyodkei, n a gyokok szama.

7. ié‘(—x) :—di o(x), vagyis a Dirac-delta els6rendii derivaltja paratlan
X

dx
fliggvény.

Azokra a fliggvényekre, amelyek nem négyzetesen integralhatdk, értelmezziik
a Dirac-deltahoz valo normalast:

[W (a,x)¥(a',x)dx = 5(a—a') (I1.9)
Megoldott feladat:
Bizonyitsuk be, hogy:
1 7,
5(x)=— [e"dk (11.10)
2r
Tekintsiik a kdvetkezo integralt:
ikx | iax —iax .
- .2
I, =lim Ie’kxdk = hme— = llmi — [im 22 (IL.11)
a—rxo a—»0 lx a—>0 lx a—rxo x

Felhasznalva az (IL.5.) osszefuggest, kovetkezik a (II.10) Osszefiiggés, amit
bizonyitani kellett. Ezzel kimutattuk azt, hogy az f(x) = 1 fliiggvénynek a
Fourier-transzformaltja éppen a Dirac-delta.
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1.2 Részecske egy Dirac-delta alaku potencialban

A v

v

Tanulményozzuk most egy kvantummechanikai részecske stacionarius
allapotaiban a lehetséges hullamfiiggvényeket és energiaszinteket, amikor a
részecske V(x)=—p-0(x) alakl Dirac-delta potencialban talalhatd, ahol £ pozitiv
konstans és £ < 0.

A rendszert leird stacionarius Schrodinger-egyenlet:

AV (o) £ o) a1.12)
2m  dx

Tekintsiikk azon tartomdnyokat, ahol x = 0. Ebben a két tartomanyban a
Schrodinger-egyenletek alakja:

n d*w,(x
AV gy
2m  dx (I1.13)
n diy,(x)
_nav,\w_ g
o d’ | E|y,(x)

A hullamfiiggvényre kiszabott feltételek: a hullamfiiggvény folytonos az x = 0
pontban, de nem folytonosan derivalhat6 (a potencidlis energidnak végtelen
nagysdgi szakadasi pontja van). Masrészt megkoveteljik, hogy a
hullamfiiggvény a végtelenben nulldhoz tartson.

v, (0) =y, (0);
lim y, (x) = 0; (IL14)

lim v, (x)=0;
Az egyenletek megoldésat ezen hatarfeltételek alapjan

w,(x) = Ae"
v = A (IL.15)
kzx/2";l|E|; (IL.16)

alakban keressik.
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Visszatériink most a (II.12) stacionarius Schrodinger-egyenlethez, amit
integralunk —x, és x, hatirok kozott, majd hatarértékben tartunk x,-val
nulldhoz. Felhasznaljuk azt a tulajdonsagot, hogy:

TﬁcS () (x)dx = By (0) (IL17)

Formalisan elvégezve (I1.12)-ben az integralt:
h’ dl//(X)) h’ (dV/(X))

R fay) ) R PAvD N g 0y= (1 E|pde (ILI1S)
2m( o m\ dx ). Py (0) II [y (x)

Attériink most a kovetkez6 hatarértékre: xy > 0 jobbrol, —x, = 0 balrol. Ekkor
azt kapjuk, hogy:

n o, o,
——,(0) + —w/(0) = Sy (0), (11.19)
2m 2m
ahonnan kiolvashatd, hogy a hullamfiiggvény nem folytonosan derivalhato.

Elvégezve a behelyettesitéseket, k-ra a kovetkezo értéket adodik:

=P (I1.20)
hZ
Egyenlévé téve az (11.16) és (I11.20) 6sszefiiggéseket, a részecske energidjara a
kovetkezd feltétel adodik:
2 2
|E|:ﬂ_T:>E:_ﬁ’f (11.21)
2h 2h
Lathato tehat, hogy Dirac-delta tipusa potencialgddorben talalhatd
részecskének egyetlen stacionarius megengedett allapota van, amelyhez tartozo
energiaértéke (11.21).

Keressiik meg az 4 egyiitthato értékét tigy, hogy a staciondrius allapotban levo
hulldmfliggvény normalt legyen:

0 ©
A [ dx+A> [ dx =1 (11.22)
- 0

Azonnali szamitasok utan:

.

A=k = %ﬁ (I1.23)

A staciondrius allapotban hullamfiiggvény alakja tehat a Dirac-delta tipust

potencidlgddorben:
N LN

M

_ h (I1.24)
y(x)=4 —
’;Z'Be”zﬁx,x >0
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Ahogy ezt megtanultuk, ezen staciondrius allapotban a részecske tartozkodasi
valoszinliség-stiriségét a hullamfiiggvény modulusanak négyzete adja meg:

mp s

e ,x<0
(x| = o (11.25)
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lll. Fiiggelék

A nemrelativisztikus kvantummechanika rovid torténete

Roviden, iddrendi sorrendbe szedve 0Osszefoglaljuk a kvantummechanika
kilakuldsdnak a mérfoldkoveit.

1895 — A Rontgen-sugarzas felfedezése egyeldre magyarazat nélkiil (1901-ben
Rontgennek itélik oda az elsé fizikai Nobel-dijat).

1896-1898 — Bequerel ¢és a Curie-hazaspar felfedezi a radioaktiv sugéarzast és a
radioaktiv bomlést (1903-ban Nobel-dijjal tiintetik ki dket).

1897 — J. J. Thomson felfedezi az elektront, 1906-ban Nobel-dijat kap.

1900 — Planck bevezeti az energiakvantum fogalmat, igy a kisérleti
eredményekkel megegyezd torvényt kap a feketetest-sugarzasara. Csak joval
kés6bb, 1918-ban kap Nobel-dijat ezért a magyarazataért.

1905 — FEinstein bevezeti a fény kvantumelméletét, melynek segitségével
magyarazza a fényelektromos hatést.

1911 — Rutherford ,,aranyfiist” kisérlete: alfa-részecskék szorddasat vizsgalta
aranyatomokon, és az eredmények alapjan megalkotta az atomnak azt a
modelljét, mely szerint az nagyon kis méretli pozitiv toltésii atommagbol és
kortlotte keringd elektronokbol all.

1911-1912 — Bragg (apa és fia) ¢s Max von Laue kisérletei: Rontgen-sugarak
szorodasa kristalyracson, amely lehetové teszi a kristalyok szerkezetének
tanulmanyozasat, illetve aldtdmasztja az elektroméagneses sugarzas
hulldmtermészetét. Max von Laue 1914-ben, Braggék 1915-ben kapnak ezért a
munkassagukért Nobel-dijat.

1913 — Niels Bohr publikdlja az atom bolygomodelljét. F6 érdeme, hogy
magyardzatot ad a diszkrét energiaszintek létezésére, és megfogalmazza a
spektrumvonalak {6 torvényeit. (1922-ben Nobel-dijat kap)

1914 — Franck és Herz kisérlete alatdmasztja az atomok Bohr-modelljét, az

atomok (a kisérletben Hg-atomok) energidja csak jol meghatarozott diszkrét
értéket vehet fel. (1925-ben 6k kapjak a fizikai Nobel-dijat)
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1910-1916 — Millikan kisérleti iton megméri az elemi elektromos toltés értékét,
késdbb pedig a Planck-allandot. (1923-ban neki itélik oda a fizikai Nobel-dijat)

1921 — Einstein Nobel-dijat kap munkassagacrt, kiilonds tekintettel a fényelektromos
hatas magyarazatara. Erdekességként megemlitjiik, hogy Einstein még 1921 el6tt
megalkotta a relativitaselméletet, mégsem ezt emeli ki a Nobel-dij bizottsag.

1921 — A Stern és Gerlach altal eziistatomokkal végzett kisérlet eredménye
egyértelmiien utal a spin 1étezésére, elméleti magyarazat azonban még nincs.

1923 — Compton kisérletileg vizsgalja egy fotonnak nyugalomban levd
elektronon vald szorddasat. Relativisztikus hatasokat is figyelembe vesz.
(1927-ben Nobel-dijat kap)

crer

hullam-részecske kettds természetet minden objektumra (1929-ben Nobel-dijat kap).

1925 — Heisenberg kidolgozza és publikalja a matrixmechanikat. Ezzel
majdnem egyidében Schrodinger teljesen mas gondolatmenettel mas
kvantummechanikai egyenlethez jut el, amely a hulliammechanika
alapegyenlete. Késobb Schrodinger bebizonyitja, hogy a két megkdzelités
egyenértékli. 1932-ben Heisenberget, 1933-ban pedig Schrodingert Nobel-
dijjal tiintetik ki a kvantummechanika megalkotaséaért és alkalmazasaért.

1925 — Pauli megfogalmazza a kizarasi elvet. Fontos megjegyezni, hogy ekkor
az elektronspin még nem volt bevezetve, ¢és a kizaréasi elvért is csak sokkal
késébb, 1945-ben jutalmazzak Nobel-dijjal.

19261927 — Dirac megalkotja a kvantummechanika altalanos formalizmusat
(Dirac-formalizmus). 1933-ban Schrédingerrel megosztva Nobel-dijat kap.

1927 — Davisson és Germer Ni-kristalyon elektronok szorodasat €s interferenciajat
figyeli meg. Ez a kisérlet egyértelmil bizonyitéka az elektronhulldmok létének.
1937-ben Davisson ezért a felfedezésért Nobel-dijat kap.

1927 — Heisenberg megfogalmazza a késobb rola elnevezett hatarozatlansagi relaciot.
1928 — Megjelenik a relativisztikus hullamegyenlet (Dirac-egyenlet), amely a spin

szabadsagi fokra is magyardzatot ad. Ezennel megnyilik az Ut a relativisztikus
elmélet altalanos kidolgozasara, illetve a kvantumtérelmélet megalkotésara.
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Nyomdai el6készités: Incitato
Nyomda: Gewalt Promotion
Kiadoi ivek szama: 5,15
Nyomdai ivek szama: 10,25



