PROBLEMA 1

In spectrul de rotatie al moleculei HCI* s-au identificat linii spectrale consecutive cu
urmatoarele lungimi de unda:
A, =604um; A, =690um; A, =804um; A, =964; A, =120.6um;
a) Presupunand molecula un rotator rigid sa se afle momentul de inertie al moleculei gi
distanta dintre cele doua nuclee.
b) Sa se determine numerele cuantice ale nivelelor de rotatie intre care se produc
tranzitiile corespunzatoare lungimilor de unda identificate.
c) Care dintre linille spectrale identificate este cea mai intensa daca spectrul se
inregistreaza la temperatura camerei?

Rezolvare
Molecula este asimilata unui rotator rigid in jurul centrului de masa C:
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Energia de rotatie a moleculei este:
1
E =—Io° 1
5 (1)

unde | este momentul de inertie al moleculei in jurul axei perpendiculare pe linia care
uneste cei doi atomi si care trece prin C, iar o este viteza unghiulara de rotatie.
Momentul de inertie este:
— 2 2 2
|=m,n” +myry = pr
unde
__mm,
m, + m,
este masa redusa a moleculei.

Pentru a afla nivelele energetice ale unui astfel de rotator simplu rigid se rezolva
ecuatia Schrodinger:

av - py =0
h
ale carei valori proprii sunt:
hZ
E =—JJ+1 2
w =57/ *D (2)

cu J=0,1,2,... numarul cuantic de rotatie
Termenul spectral de rotatie este:

E h
F(J)=—2 = J(J +1 3
) he  8rz*cl ( ) ®)
unde:
h
B= 4
87’cl @)

se numeste constanta de rotatie. Atunci:



E . =BhcJ(J+1) (5)
Regula de selectie pentru miscarea de rotatie arata ca sunt permise numai
tranzitiile in care:
AJ ==1 (6)
Diferenta energetica dintre doua nivele ale caror numere cuantice J difera cu 1 (
E, , — E, ) creste cu cresterea lui J.

Numarul de unda al radiatiei absorbite este:

V,osm =F+1)-F(J)=2B(J+1) (7)
Diferenta dintre numerele de unda a doua linii consecutive va fi deci:
Av =2B

Asadar spectrul rotatorului rigid este constituit dintr-o serie de linii ale caror numere de
unda difera succesiv cu cantitatea 2B (vezi fig. 1).
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a) Celor cinci lungimi de unda identificate in spectru le corespund urmatoarele numere de
unda:

A(pm) Viem™)
A, =604 v, =165.563 .

- v, —Vv, =20.636
A, =69.0 v, =144.927 - o

N v, —v, = 20.549 — 5

= 80. v, =124. o2 v =20.661cm
80.4 . =124.378 20,644 Av =20.661
v, —v, =20.

A, =96.4 v, =103.734 2

- v,—vs=20.815
As =120.6 v, =82.919

Avand in vedere ca liniile spectrale sunt echidistante la 2B, se obtine:

~

B=ATV ~10.331cm™

Tinand cont de expresia constantei de rotatie B (4) se obtine:



= ’j =2.7096-10"" kg
87 °cB

Cum I=wr*, =

Dar 1 =1.614-10"" kg =r=1.296 O

b) Din relatia (7) se obtine numarul cuantic al nivelului inferior de rotatie corespunzator
respectivei tranzitii:

~

v
J= J>J+1 -1 8
B (8)
Numeric:
2‘/—113— =7.012 = 7 adica v, corespunde tranzitiei intre nivelele J=7 — J=8
2‘/—;— =6.014 = 6 adica v, corespunde tranzitiei intre nivelele J=6 — J=7

~

2‘/—33—1 =5.019 =5 adica v, corespunde tranzitiei intre nivelele J=5 — J=6

~

;—;—1 =4.020 = 4 adica v, corespunde tranzitiei intre nivelele J=4 — J=5

~

2‘/—;—1 =7.012 = 7 adica v, corespunde tranzitiei intre nivelele J=3 — J=4

, - =1 .
o = 743.8omm=0,092eY

|

578, Scril=0,07 28V

5 433, 9¢it=0.054ey
5 i 309.9¢M'=0,038eV
4 A 206.6cit=0.0268Y
3 [ vs 123, 9e i =001 5V

Fig.2

c) Intensitatile liniilor unui spectru de rotatie sunt determinate de :
- gradul de degenerare al termenilor spectrali F(J)



- probabilitata de ocupare termica a nivelelor de rotatie
-regulile de selectie

Fiecare valoare proprie de rotatie (2) are propria sa functie proprie de moment
cinetic:

INEINED (9)

Fiecare valoare proprie cu numar cuantic J are gradul de degenerare 2J+1 daca nu
exista nici o interactiune care sa ridice aceasta degenerare.

Pentru intelegerea completa a distributiei intensitatilor liniilor spectrului vom tine

cont ca energia termica la temperatura camerei este ~ 200cm™', mult mai mare decéat
constanta de rotatie B si deasemenea comparabila cu energia nivelelor de rotatie.
Asadar, in echilibru termic la temperatura camerei vor fi ocupalte mai multe nivele de
rotatie.

Cantitativ, probabilitatea de ocupare ( N, ) a unui nivel de rotatie cu numar cuantic

J este data de:
N, = NO&e—thJ(J+1)/KT (10)
8o

unde g, sunt ponderile statistice ale starilor corespunzatoare numerelor cuantice J

(g,=1). Aceste ponderi sunt egale cu gradul de degenerare al nivelului:2J+1.

Tinand cont de aceasta si de faptul ca £ ,(J=0)=0 se obtine:

NJ — N0(2J+1).ethcJ(J+1)/KT (11)
Rapoartele intensitatilor linilor in spectrul de absorbtie sunt proportionale cu
probabilitatea de ocupare N, si N, ( = N,/N, ). Conform relatiei (11), pentru valori mici

ale lui J, intensitatea liniilor creste cu cresterea lui J. pentru valori mai mari ale lui J, devine
dominant termenul exponential. Intre aceste limite exista o linie de intensitate maxima a

carei numere cuantice se obtin egaland cu zero derivata —Z] (N, /N,).
d Bhc
N /N.). =2.e BJU+DIKT _ 5 1 V2222 +1)- e Bhe/U+D/ KT
AR (27 +D)— (27 +1)

Bhc
- 2_ 2J+1 2 3 .ethCJ(JH)/KT
(2—( ) T )

Egaland cu zero aceasta ultima egalitaet se obtine:
2KT
Bhc

V= L (12)
2Bhc 2

Asadar cea mai intensa linie corespunde tranzitiei J=3 — J=4 (cu numarul de unda

7).

2J+1=

de unde

PROBLEMA 3

In spectrul de rotatie al molculei CO s-a identificat linia spectrala corespunzatoare
tranzitiei J=0 — J=1, lungimea de unda corespunzatoare fiind 4=2.6 mm. Aflati
lungimea legaturii C-O in molecula precum si energia si viteza unghiulara a moleculei
corespunzatoare starii de rotatie J=1.



Rezolvare
Se stie ca numarul de unda corespunzator tranzitiei J — J+1 este:

‘7‘1»‘”1 =2B(J+1)
J fiind numarul cuantic de rotatie corespunzétor nivelului inferior. in cazul nostru J=0.
Asadar :

vV=—=2B
A
Dar
_ h
87cl
astfel incat;
1k
A 4ricl
sau
1 h
A Aricur’
De aici >
.= | 1 (™)
4z cu
= e Mo _ 1 138.107% kg.
mC . mo
Numeric: r=1.13A.
h? h? h? he
E=—JJ+]) > E, =—=——-=— 2
J 21 ( ) J=1 I ,Lll"z ﬂ, ( )

E, = % adica este exact diferenta dintre nivelele J=0 si J=1. Acest lucru este normal

deoarece E,_, =0.
E,, =478-10"eV =3.856cm™

Observatie
La TC, KT=2.6-107eV = practic toate moleculele dintr-o proba aflata la TC vor fi

excitate in starile de rotatie.
Iy 2E [2E
E= => o=,—=.[—
2 1 ur

0" ﬂ

w=1.024-1
s

Tinand cont de (1)si (2) = = z‘g”".
PROBLEMA 4.

Determinati cu ce valoare se modificd momentul cinetic al moleculei CO la emisia
unei linii spectrale in spectrul de rotatie pura, cu lungimea de unda 4=1.29 mm.

Rezolvare
Variatia momentului cinetic va fi:



AL=AJ-h
Asadar trebuie aflate numerele cuantice J ale nivelelor de rotatie intre care se
produce tranzitia. Fie J numarul cuantic corespunzator nivelului inferior.

h2
E  =—J(J+1
inf 2] ( )
hZ
E =—(J+1)(J+2
=7 (IHDI+2)
h2
AE=E, —E,, :E(J2+3J+2—J2—J)
hZ
= AE :7(J+1)
Totodata: =E
A
2
o e gy
A our
2 2
J= 4 cur 1 J=1
hA
= tranzitia este J=2 — J=1
= AL="h

L scade cu valoarea 7.

PROBLEMA 5

Liniile spectrului de rotatie al moleculei HBr sunt distantate tn frecventa la 5.1-10"
Hz. Sa se gaseasca distanta internucleara din aceasta molecula.

Rezolvare
Vil =2B(J+1)
V30 =2B(J+2)
AV = Vﬁ)mhz'vj(ghl =2B
i_i=28
PR
ﬁ_ﬁ = A_V =2B sau
c c c
AT
Vo, 2h .
c 8 cur
/ h
r= 5
47° uAv
Observatie:
Deoarece m, >>m,, = pu=m,
R=1.403A



PROBLEMA 6

Molecula **Hg>CI emite un foton cu A=4.4 cm la o tranzitie in spectrul de rotatie
intre nivelele cu J=1 gi J=0. Sa se gaseasca distanta internucleara.

Rezolvare

Energia nivelelor de rotatie este:

n’ n’
E, :EJ(JH) = E, 27 E,=0
2 2
A I
, A hA
= r'= =—
heu  4r cu
hA
r=
Ar’cu
r=2.224A

PROBLEMA 7

Cea mai scazuta frecventd in spectrul de rotatie al moleculei H”F este
v =1.25-10" Hz. Sa se afle distanta internucleara.

Rezolvare

V), =2B+)
Cea mai scazuta frecventa corespunde tranzitiei J=0 — J=1.
=B Lop M
c 8 cur
h
4r’uv
= r=0.92A

= r=

PROBLEMA 8

Liniile de absorbtie din spectrul de rotatie corespunzatoare tranzitiei J=0 — J=1 au
frecventele v, =1.153-10" Hz pentru molecula “C'O respectiv v, =1.102-10" Hz pentru

molecula *C'"°0O .

Sa se gaseasca numarul de masa al izotopului necunoscut si distanta
internucleara.
Rezolvare

Stim ca:



~

7= =28 1)

= N 2B+ = 2(J+1)%
c & cpr

Y2 ooB(J+]) = 2(J+1)%
c 8 cu,r
Facand raportul ultimelor doua ecuatii obtinem:

Vi _ My mam, Moo T,

vV, M motmg o mo,mg
v _m(me+my)

v, me(m, +mg,)

Din ultima egalitate rezulta:

m.mgyV,

m, = =13.0068
VvV, +V,m, —Vm,
m =10 = “C
Pentru a afla distanta internucleara:
~ V h
vV=—=2 J+1
c 87[201( )
h(J +1)
j— I = 2 =
“ 4r’v,
Apoi:
r= /h(JZH) cu pu=—2c"o_ gjj=0,
4rv,u mq +m,
= r=1150
PROBLEMA 9

In spectrul de rotatie al moleculei HCI*® s-au gasit urmétoarele valori experimentale
pentru pozitiile liniilor de absorbtie:

Jod+1 | 5 (em™) | T (em™) Av | D-10* (em™) | D-10* (em™)
0-1 20.79 20.8 0.01
3-4 83.03 83.2 0.17 6.64 4.95
6-7 145.03 145.6 0.57 4.15
9-10 206.38 208 1.62 4.05
a)

Folosind modelul rotatorului rigid si o distantd internucleara de 1.2870 calculati
pozitiile liniilor respective.

b) Explicati diferenta dintre valorile calculate si cele experimentale



Rezolvare

a) Dupa cum se stie, numarul de unda corespunzator tranzitiei J—J+1 in cazul
rotatorului rigid este:
v =2B(J+1) cu
_ h h
87%cl 8zlcur’
Constanta de rotatie B are valoarea numerica
B=10.4 cm™" si
2B=20.8 cm™".

Asadar valorile calculate vor fi:
Vo, =20.8cm™; v, , =832cm™;

Ve, =145.6cm™; v, ,, = 208cm™" .

b) in primul rand se observa ca valorile calculate pentru pozitiile liniilor in cazul
modelului rotatorului rigid sunt toate mai mari decat cele experimentale. Diferenta este
cu atat mai mare cu cat J este mai mare. Aceasta diferenta poate fi explicata pe baza
efectelor centrifugale, adica pe baza modificarii distantei internucleare cu numarul
cuantic de rotatie J. Ca urmare a distorsiei centrifugale a moleculei, momentul de
inertie creste astfel incat modelul rotatorului rigid poate fi abandonat in favoarea
rotatorului nerigid.

Forta centrifugala produce o intindere a moleculei. Clasic, noua distanta
internucleara se deduce din:

1o’ R =k(R-R,) (1)
unde R, reprezinta distanta internucleara de echilibru iar @ este viteza unghiulara de

rotatie.
Calitativ, alungirea moleculei duce la cresterea distantei dintre atomi si deci la
cresterea momentului de inertie. Aceasta conduce la scaderea constantei B si a valorilor
E, . Cantitativ:
2 2 2 2 2 2
AR:R_Re:,ua)R:,uRco :Ia) :]c;) _ L :
k kR kR  kR’u kR

(2)

Energia moleculei va fi:
2 2 .2 2 4
E=M) _EARZZIOJ —EARZ:L——%
2 2 21 2 21 2u°k"R

sau:
L L
E= 2 27.p6
2 uR 2u kR
Daca trecem acum de la mecanica clasica la mecanica cuantica si inlocuim L cu
hiJJ(J +1) obtinem:

n’ oo, >

rot 2 R2

U

termen centrifugal
Termanii de rotatie vor fi:



F(J)= B _ 1 J(J+1)—h—3 = BJ(J+1)—h—3J2(J+1)2
he  8x’cl 327* 1 keR® Ankcl’R®
=BJ(J +1)=DJ*(J +1)°
unde am notat:
h3
D R T @)
D/B=10"-10"

astfel ca termenul DJ*(J +1)° este neglijabil cat timp J este mic, dar poate deveni
important pentru valori mari ale lui J.
Frecventele liniilor spectrale vor fi date de:

Vo =F(J+1)-F(J)=B(J+1)(J+2)-D (J +1)°(J +2)*-BI(J+1)-DJ*(J +1)*
=B (J% +3J +2) = D|(J? + 2J + )(J* +4J +4) |- B(J* + J)+ D(J* +2J° + J?)

¥, . =2B(J+1)-4D(J +1)’

Ratabar rigid Fetator nerigid

(ST U T R
1
1

a 2B 4B 6B BB 10B 12B 14B 16B

Fotator rigid

Ratator nerigid

Revenind la problem3, de exemplu pentru tranzitia J=9—J=10 Av=1.62cm™'. Daca
punem aceasta diferenta pe seama termenului centrifugal:

Av =4D(J +1)’

avem:
D=_ 2"V
4(J +1y°
adica
D=4.05-10"cm™
sau

4D=1.62-10"cm™".
Din relatia (4) poate fi obtinuta constanta de forta:

10



h3
k= 2712
47DcR°1
k=524.61 N/m.
Frecventa oscilatiei de “valentd” in lungul axei internucleare este:
1 |k
V=—-_/[—
2\ 1

v =9.047-10" Hz.

PROBLEMA 10

Luénd in considerare degenerarea nivelelor de rotatie, sa se calculeze raportul
moleculelor de hidrogen aflate in starile de rotatie cu J=1 gi J=2 la temperatura camerei.

Rezolvare
N, = No&e—(EJ—EO)/KT
8o
g,=2J+1
2
E,=—JJ+))
g =1 E,=0;
N1 —E,/ KT
—=ge (1)
NO
22 —-E, /KT (2)
N, °?
Facand raportul ecuatiilor (1) si (2) obtinem:
ﬂ:&' e F/AT :&6(52_51)/1@
N, g e &>
n?
& _ 36(5'6_5'2)/”
N, 5
2h? 2n?
N3 g 3
N, 5 5
Pentru H,, r=0.740; T=300K; K=1.38-10" J/K si =
N 2195
NZ
PROBLEMA 11

Pentru determinarea lungimilor legaturilor in molecula triatomica liniara OCS s-au

inregistrat spectrele de rotatie ale moleculelorsubstituite cu izotopul S, respectiv *S. S-a
determinat experimental ca separarea dintre primele doua linii din spectrul de rotatie este

de 0.4038 c¢m™' pentru molecula OC™S, respectiv 0.3940 cm™ pentru molecula OC*S. Sa
se afle lungimea legaturilor CO si CS.

11



Rezolvare

Dupa cum este deja cunoscut, pentru moleculele biatomice masurarea constantei
de rotatie B permite determinarea momentului de inertie si apoi a distantei internucleare.
In cazul moleculelor triatomice, pentru determinarea celor doud lungimi de legaturi sunt
necesare determinari ale momentelor de inertie ale moleculei analizate substituita cu cel
putin doi izotopi.

Sa calculam momentul de inertie al unei molecule triatomice liniare:

S S
© o
‘ " Rc |
| Ro | | Rs |
< : s A
} Rco : : Rcs ;
< N i 5
\ | | |
\ | | \
|=m,R,” +m.R.’ +mR’ (1)
Dar proprietatea centrului de masa impune:
myR, +m-R. = mgR (2)
si mai avem:
Ry =Rep+Re; Ry =Res— R (3)

Tnlocuind (3) in (2) avem:
MmoReo +moRe +meRe = mgReg —mgR.
de unde:
msRos —myRc,

R = v (4)

in care am notat:
M=m,, +m. + my
Revenind acum la ecuatia (1) obtinem:
|=m, (R, + Rc)2 + mcRc2 +mg(Reg — Rc)2
=myR., +2m_R R +myR.> +m.R.> +meRes" —2m R R, +mgR,.
|=myR.," +meR.s" +2R (m,R., —msR )+ MR,
Tinénd cont gi de relatia (4) avem in continuare:

2

2 (myRes —moRep)’
1= moRco2 + mSRC52 _ﬁ(mSRCS = MR o) (MRep = mgReg) = M ~——5 M2 oftco

2 (mgR5 — moRco)2
M

(5)

_ 2
1=m,Re, +mgRes

12



Dupa cum se vede, aceasta ecuatie contine doua necunoscute: R., si R, Si de aceea

trebuie determinate momentele de inertie pentru doi substituenti izotopici ai moleculei. in
cazul problemei noastre avem:

AV, =2B,, =0.4038cm™'
AV,, = 2B,, = 0.3940cm™’

De aici:
AV. h h
B32 = 2 = 2 =13 = 7 o~
2 8rcl,, 4r cAvsy,
AV. h h
By =—"t=— ==
2 8 cly, 4rcAv,,

I, =1.3864-10 kg -m’
I, =1.4211:10 kg - m’
Pe baza celor doua ecuatii care rezulta din relatia (5) se obtin:
R, =1.170;

R =1550.
PROBLEMA 12

Energia de interactiune dintre atomii unei molecule biatomice este descrisa cu o
buna aproximatie de potentialul propus de Morse:

Y RN
unde R, este distanta de echilibru internucleara, D, este adancimea gropii de potential, iar

a este o constanta caracteristica moleculei considerate.
Calculati valoare D, sia parametrului o pentru molecula NO.

Rezolvare

Energiile nivelelor de vibratie pentru o molecula biatomica in aproximatia
oscilatorului armonic se obtin rezolvand ecuatia Schrodinger:

AY +i—/j{E —%k(R —Re)z}\ll ~0 (1)
si sunt date de:
E, = hoy(v+) )
cu v=0,1,2,...- numar cuantic de vibratie, iar
k
Wy = ,|— (3)
Ev J | v ’LI
' J k fiind constanta de forta si x4 - masa redusa a

1 ¢ moleculei.
Nivelele energetice ale oscilatorului armonic sunt
echidistante:

F= T N *¥

Termenul spectral al oscilatorului armonic este:

B v g sl
G(V)—hC—C(V+2) V(r+3) (4)

Re R

13



Energia cea mai joasa, corespunzatoare lui v=0 se numeste energie de zero (zero
point energy):

E, = > (9)

Existenta acestei energii rezulta din principiul de incertitudine pentru pozitie si
impuls.
Regula de selectie pentru oscilatorul armonic este:
AE =+1.
Numarul de unda al vibratiilor absorbite este:
~ ~ 1 |k
V=Gv+)-Gv)=v,=— |— (7)
2me \| 1
Aceasta inseamna ca spectrul de vibratie al unei molecule biatomice consta dintr-o
singura banda intensa in IR apropiat sau mijlociu.

OBS.
~ 1 k
v, = —
27mc \| u
Pentru H,, k=520 N/m, ux=0.83-10""kg, = v, =4202cm ™',
A =2.37um

Pentru HCI, v, =2885cm™, A =3.46um

In realitate, interactiunea dintre atomii unei molecule biatomice este reprezentata
corect prin potentialul oscilatorului armonic numai pentru valori mici ale diferentei R—R ,
adica numai in vecinatatea distantei internucleare de echilibru.

O curba de potential reala trebuie sa fie asimetrica fatd de R, intrucat micgorarea
lui R duce la o cregtere a repulsiei dintre atomi deoarece potentialul Coulombian atractiv
este suprapus peste unul repulsiv de distanta scurta. Asadar pentru R< R,, curba de
potential devine mai abrupta.

E(R)
) potential armonic
\ ] _
— — I_ — _" ——— I_ _______ e ———
\ i ' } — potential anarmonic
[ : , S~ (Morse)
| [ /
|
\ v=3 Do De
| v=2
W
\ v=1
AL
Re R

Pe de alta parte, cregterea distantei interatomice conduce la o slabire a legaturii
chimice si in final la disociera moleculei. In acest domeniu, R>R,, curba de potential
devine mai aplatizata.

14



O aproximatie empirica, deseori utilizata, pentru curba de potential anarmonica a
fost propusa de Morse:
v =D,I-e " f.

Rezolvand ecuatia Schrodinger cu acest potential se obtine energia nivelelor de vibratie
ale oscilatorului anarmonic:

1 1 1
E =ho,(v+ E) —hwyx,(v+ 5)2 +haw,y,(v +5)3 + ...
din care se retin de obicei doar primii doi termeni:
E = ha)o(v+%)—ha)0xe(v+%)2 (9)

x, este constantd de anarmonicitate si este de forma x, = iw,/4D, avand valori de ordinul

107,
Termenul spectral al oscilatorului anarmonic este:

G(V)=170(v+%)—170x6(v+%)2 +... (10)

lar regula de selectie:
Av =%1,+2 £3,...

astfel incat spectrul acestui oscilator va contine pe langa banda fundamentala
corespunzatoare lui Av =+1 si o serie de armonice cu o probabilitate redusa de tranzitie,
ale caror intensitati vor fi aproximativ in raportul:

1: x,: xe2 :xe3...

Energiile tranzitilor cu Av =£1 nu mai sunt aceleasi pentru toate valorile lui v ci
descresc cu cresterea lui v. Asadar pentru un potential anarmonic se obtine o serie de linii
cu intensitate descrescatoare.

Tranzitile din starea fundamentala cu v=0 sunt de departe cele mai importante
deoarece nivelele de vibratie mai inalte sunt extrem de putin populate la echilibru termic gi
deci nu joaca un rol important ca stari initiale in procesele de absorbtie.

Energia de zero in acest caz este:

1 1
Ev:O = ha)0|:5—zxe:| (11)
Numarul de unda corespunzator tranzitiei 0 — v este:
~ AE 1 1 1 1 1
Vo, =—=—vho,(v+)|l-x,(v+=)-hao,(=-——x
0—>v hC hC { 0( 2)|: e( 2) 0(2 4 e):|}
~ 1 > v v x, 1 x,
=V,(v+——xy =X, ——X,———-—— + =
2 2 2 4 2 4
Voo =Vl = 2, v+ 1) (12)

astfel ca:
Vo, =Vo(1—2x,).
Armonicele cu Av =2 si Av =3 vor fi date de:
Vi =2V,(1=3x,)

Vi =3V, (1 —4x,).

Observatie:
Deoarece la temperatura camerei KT = 200cm ™', iar v, pentru HCI de exemplu este

=~ 2886cm” inseamnd ca practic la aceasta temperaturéd cele mai multe molecule sunt in
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starea fundamentala cu v=0, iar spectrul de absorbtie contine in principiu doar banda
corespunzatoare tranzitiei 0— 1. Daca se doreste observarea tranzitiilor de pe nivele cu v
mai mari este necesara cresterea temperaturii probei sau excitarea moleculelor prin
iradierea cu radiatie laser sau prin reactie chimica.

Daca se tine cont si de migcarea de rotatie:
2

E=hao,(v +%){1 -x,(v +%)} +Z—1J(J +1) = 3 (J +1) —c, (v +%)J(J +1)
U

termen de cuplaj al miscarii de
rotatie-vibratie
Revenind la problema:
v =D,[1-e "]

D, =D, + "%

2
a)O:\/E:>D3:DO+i\/E
U 4z \ p

Pentru NO: D,=6.507 eV, k=1550 N/m = D,=6.623 eV.
Constanta a se determina in felul urmator:
Se dezvolta exponentiala din expresia potentialului Morse in serie de puteri:
e =1-aAR+.. =
V=D,(1-1+aAR)’ = D,a’AR’
in vecinatatea lui R, , acest potential poate fi usor suprapus peste potentialul armonic
astfel incat:

%kARz = D,a’AR’

de unde:
a= Kk sau o =a, A
2D, 2D,
a=2.704-10".
Observatie:

Deseori se foloseste parametrul:
a'=a-r=3.11

*** Sa se arate ca:
ho
X, = 4D0 :

e

Rezolvare

E =ho,(v+ %){1 -x,(v+ %)}

Notam v . +%=A si cautam sa determinam v,___.
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= D, = ha,A(1-x,)

D, _ 0
ho,

= x4 - A+

4x,D
A=l

ha,
Este clar ca ecuatia (1) are o singura solutie. Agadar impunem conditia ca

a=1-De g

ha,

ho,
=X, =

4D,
sau:

e

ho |k

X, =——
4D, \
Sau:

X

4(D0+h\/?) H
2\ u

PROBLEMA 13

Deuteriul are masa de aproximativ doua ori mai mare decat hidrogenul. Care dintre
moleculele H, si

HD va avea energie de punct zero mai mare ? Ce se poate spune
despre energia de legatura a celor doua molecule ?

Rezolvare

2 1
Deoarece m,>m, = w,,>p, (Z=>-)

Cum frecventa de vibratie este

1 |k

Vy=—
027z,u

inseamna ca molecula HD va avea o frecventa de vibratie mai mica si o energie de punct

zero mai mica. Acest lucru inseamna ca molecula HD va avea o energie de legatura mai
mare deoarece energia ei de punct zero va contribui mai putin la disocierea moleculei.

PROBLEMA 14

Daca se dizolva CO in CCI, se absoarbe radiatie IR de frecventd v = 6.42-10" Hz.
Deoarece CCI, este transparenta la aceasta frecventa, inseamna ca absorbtia observata
se datoreaza moleculelor de oxid de carbon.

Sa se gaseasca constanta de fortd a legaturii CO si separarea energetica intre
nivelele de vibratie ale acestei molecule.

17
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Rezolvare

Ev:hv(v+l):h(v+l)\/E v=0,1,2,...; Av=+=lI;
2 2\ u

E, _,- energia de punct zero

vO:L\/E = k:47z2v0u k=1.86-10° N/m
27
y7,

AE=E, —-E =hv, = AE=426-10"" J =0.266 eV

Observatie:

AE este considerabil mai mare decat separarea nivelelor de rotatie. Deoarece
AE>KT la TC (kT=0.026 eV) inseamna ca la aceasta temperatura cele mai multe
molecule dintr-o proba se vor afla in starea cu v=0, avand doar energie de punct zero.

PROBLEMA 15

Aflati lungimea de unda asociata fotonului care excita tranzitia intre ultimele doua
nivele (discrete) de vibratie ale moleculei HCI. Se cunosc: energia de disociere D, =4.47

eV, factorul de anarmonicitate x, =1.95-107 si numarul de unda al frecventei

fundamentale de vibratie: v, = 2885.6cm™".

Rezolvare

Pentru un oscilator anarmonic,
energia nivelelor vibrationale este data de:

EIR)
1 1,
E®W) =ha)0(v+5)—ha)0xe(v+5) .

Numarul total al nivelelor de vibratie si deci
valoarea numarului cuantic de vibratie
maxim se obtin din:

L e I

De
unde v, este numarul cuantic al ultimului
nivel discret vibrational.

Notam: v, . +% =4.
Re R in plus: De:D0+%:DO+hV°c
2 2
astfel incat
hv, ~
D, + ;00 = hve(A-x,A) . (2)

Dar hv,c/2=0.18 eV astfel incat ecuatia (2) devine:
4.65=0.36 (4-x,4%)
si poate fi pusa sub forma:

18



x, A —A+12.92=0.
De aici = A=25.64 sideci v, =25.

Asadar fotonul care induce tranzitia intre ultimele doud nivele va avea energia:

AE = hv = Ey - Ey, = D, — hv,c[24.5 - x,(24.5)°
— AE =0.044 eV
he

A=—" = A=282um.
AE

PROBLEMA 16

Pentru molecula 'H ""F se cunosc urméatoarele date experimentale: constanta de
forta: 880 N/m, lungimea legaturii: 0.92 O, energia de disociere: 5.856 eV.

Calculati numarul nivelelor de rotatie corespunzatoare nivelelor de vibratie cu v=0
in urmatoarele doua cazuri:

a) aproximatia potentialului armonic
b) aproximatia potentialului anarmonic.

Rezolvare
a)
Ev \ |
|1 | E =ha,(v+)
| | T 2
I| || EO = h&
'. f ey 2
'-."“ 7 S 3
\\_,/; = E =—hw,
. 2
= [
=>AE=E -E =ho,
hZ
AE = El‘()t = _Jmax (Jmax + 1)
max 21
2
= ha)O = —2Jmax (Jmax + 1)
2 2
= Jmax2 + Jmax = 2ﬂRé’ 0)0 = 47['uR€ E
h h Y7,
sau
47R’ —
Jmaxz + Jmax = 7; < kll'l
J. l+J.  =180.6686 = J_ =13

b) in aproximatia potentialului anarmonic:
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E =hoy(v+ %){1 -x,(v+ %)}

_ ha)o
¢ 4D,
iar:
D, = D, +7%
oy, =% — = 0.0201
4(D, +5)
ho X
=E =—7(1-=<
0= ( 2)
3hw 3x
E =222
1= ( 5 )
hw, 3 6 X hw, 1
AE=E -E =—%(=-=x —-14+=¢)=—"L(——x,
1 0 2 (2 4 e 2) 2 (2 L)
Asadar:
2
ha)o (l_xe) = h 2 JmaX(JmaX +1)
2 2 24R,
2 2
o S )= B B S PR ks
n o\ u 2 h 2
Joa (L +1) =45.51
—~J =6 (6.625)
PROBLEMA 17

Séa se determine energia de disociere D, a moleculei de deuteriu stiind ca energia

de disociere pentru molecula de hidrogen este 4.48 eV, iar energia celui mai jos nivel
energetic vibrational este 0.26 eV.

Rezolvare

Observatie:

BR) ) O metoda moderna de separare a moleculelor
cu diferite compozitii izotopice se bazeaza pe
diferenta energiilor de disociere ale moleculelor

l
' - _ izotopic-diferite, datoratéd diferentei energiilor de
punct zero.

5 f P Astfel moleculele ce trebuie separate sunt

\/ || iradiate intens cu radiatia unui laser a carui energie a

NS fost selectata astfel incat sa determine disocierea

ke R unui tip de molecule din amestecul izotopic si nu a
celorlalte.
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Pentru H,, (D,),, =4.74 eV

Z, =27,
= (De)D2 =(De)H2
ho,
(DO)D2=(De)H2_ 2 (1)
Dar:
k, .
Wp, = = Sl kp =ky, (2)
Hp,
H,
Oy, =
Hy,
Cum:
oy, _h [ky AEy),” iy
E _ » = >~ ko= 2 2 3
( o)hr2 2 5 . H, 72 (3)
(2) W _ 4(E0)H22/UH2 2(E )H H,
R T >
n 2AE ) /
—> (D )D2 ( )H2 L
_ ’qu
(Do), =(Dy), +(Ey)y, - (Ey)y,
,UHZ
(Dy)p, =(Dy),, +(Eg)y, (1- )
(D,),, =4.56 eV.
PROBLEMA 18

Cele mai coborate doua nivele de vibratie ale moleculei *Na*CI sunt separate
energetic la AE =0.063 eV. Aflati constanta de forta a moleculei in doug cazuri:

a) aproximatia oscilatorului armonic

b) aproximatia oscilatorului anarmonic

Rezolvare
a) E, - ho, E, = 3ho,
2 2
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= AE =hw,=h k

U
AEZ 4 2 AEZ
= K8 ATk
k=212 N/m
b)
ho, X
Ey=—2(1-"¢
o= (=3
3ho 3x
E = O (1-=¢
| 5 ==
AE =T 30 Xy B o g
2 2 2 2
Dar x, = ho, _ ha)(;m
4D, + 2
(D, +=7)
N AE_ha)o (2- ha)how )
2 D, +—*
2
Notam:
a:hw‘)
2
 AE—a(2-—2%
D)+«
2a° 2 2
AE =20 - = AED,+0AE =2aD,+2a” -2«
D) +a
= a(2D, - AE) = AED,
_ AED,
a_—
2D, - AE
adica:
AED, _1h |k :>k=167z2,u(AEDO)2
2D,-AE 2\ u h*(2D, — AE)’
k=214 N/m
PROBLEMA 19

A

Sa se afle ce procent din distanta internucleara de echilibru il reprezinta
amplitudinea vibratiilor moleculei CO in starea fundamentala si in starea cu numarul
maxim de vibratie permis. Folositi modelul oscilatorului armonic.
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Rezolvare

a) Pentru starea fundamentala:

E_, = ho,
A 2
In ipoteza oscilatorului armonic:
2
E:ki
2
astfel incat
2 2
De aici:
A= ha)o = L E_ h
\ % 27k \ p 27r\/;
Si
A_1 [
R, R \2mfu’

Pentru CO: R, =1.13 O si k=1870 N/m.
= §=0.0422 (4.22 %) sau A=4.77-10"° O

e

b) Pentru ultima stare de vibratie permisa:

Din:
ho, 1 1
D=—"""@w_+-)|l-x(, +—
e 2 ( max 2){ e( max 2)}
notam:
vmax +l=A
2
= D0+%=MA(1—XQA)
2 2
= x A - A+ 2D 41=0
ha,
Avéand in vedere ca A=0 (x, = ho, )
4D,
A:L_ 2D€
2x, ho,
2D, 1
= Viax = e
hw, 2

Dar v, corespunde energiei de disociere ceea ce inseamna ca ultima stare de
vibratie permisa va avea un numar cuantic v, -1.

Numeric:
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V=84 = v=83

k4> h
2

@ o 1
5 (v+2)[l xe(v+2)}

4 = ha,

(v+%) {l—xe(v+%)}
= A=0.31 O

A 20274 (27.4 %)
Re
PROBLEMA 20

Aflati numarul cuantic de vibratie care corespunde energiei de disociere a moleculei
H,. Se stie: k=520 N/m, D,=4.5 eV.

Rezolvare
De=D0+ hg)o =D0+4i E
T\ u
Pe de alta parte:
D= () 150 )|
.- ha, ho,
D 4, )
2
Notam:
1
vmax +_ =
2
= D1 IO 6 )
2 2
2D, +1=A-x,4’
ho,
x,A* — A+ 2Dy +1=0
ho,
. - ha,
Ecuatia are A =0. (conditia pentru x, = 1 )
12,
2x, ho,
., 22D 1
max ha)o 2
V... =18
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PROBLEMA 21

In spectrul de absorbtie de rotatie-vibratie al moleculei HBr, numerele de und&
corespunzatoare tranzitiilor interzise ( A J=0) intre nivelul fundamental si cele mai apropiate

nivele de vibratie (v=0 si v'=1,2 ) sunt v,,=2559.3 cm™' si v,,=5028.2 cm™'.

Determinati frecventa de vibratie si coeficientul de anarmonicitate al acestei

molecule.
Rezolvare

Energiile celor trei nivele sunt:

E —lha) (l—lx)+h—2J(J+l)
O R ) 21

e

3 3 K’
E. =—ho (1-——x)+—J(J +1
A o( 2x) 2] ( )

e

5 5 n’
E,, =—ho,0-——x)+—JJ +1).
2 = o ( 2e) 21( )
Cum AJ=0 =
AE =E,-E,=hay(l-2x,)
si deci:

ha,(1-2x,) =hc ¥,

24
AE,=E,,-E), =ha)o(2_7x3)

si deci: hw,(2 - %%) =hcv,,

Impartind ecuatiile (1) si (2) =
1-2x,

_Vu
2——x, Voo
De aici se obtine:
— 1 2‘701 _‘702
©T 2 3, -,
x,=0.017 .
Inlocuind acum x, Tn ecuatia (1) sau (2) se obtine:

@, =5-10"s""

PROBLEMA 22

(1)

Determinati temperatura la care energia cinetica medie de translatie a moleculelor
Cl, este egala cu energia necesara tranzitiei acestor molecule din starea fundamentala in

starea de vibratie cu v=1.
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Rezolvare

Energia cinetica medie este:

Pentru molecula CI,, k=320 N/m.
K, =138-10" J/IK
= T=533 K.

PROBLEMA 23

Pentru molecula OH sa se gaseasca diferenta dintre energiile starilor cu numerele
cuantice v' =1, J' =0 siv=0, J=5.

Rezolvare

2

E, , = ho,(v+ %)[1 —x,(v+ %)} + z—IJ(J +1) - J (J+1)° —c,(v+ %)J(J +1)

h3
==
' 47kRT?

Fie E' energia stariicu v =1 si J'=0 si E energia starii cu v=0 si J=5. Daca in (1)
nu luam in considerare efectele centrifugale si cuplajul migcarii de rotatie-vibratie avem:
, 3 3 .
E =E ha)o(l—axe) S|

2

1 1 h
E=— hw,(1-=x,) +—J(J +1
5 Moy (=2x)* 27 J (T +1)

astfel incat

9 1 n

ho,
3——x,-1+—=x,)-—J(J +1
5 B=gx-lox)-o7J(U+])

AE = E'-E=

2

h
AE = hoy(1=2x,) = (J +1).

Pentru molecula OH:
k=750 N/m
= AE =0.37 eV.
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PROBLEMA 24

Aflati raportul moleculelor HBr* aflate in starile de vibratie purd cu numerele
cuantice v=2 si respectiv v=1, la temperatura T=910 K. La ce temperatura acest raport va
fi1:107

Rezolvare
&z e_(Ez_El)/KBT
Nl
E =ho (v+l) l1-x (v+l)
v 0 2 e 2

5 5
E2 = Ehwo(l_g‘xe)
3 3
El = Eha)O(l_Exe)
AE = E,-E =hw,(1-4x,)

_ha, ho,
o= h

@,
5 )
Cunoscand: D,=3.774 eV si k=380 N/m
= hw,=5.06-10"
x, =0.02
= AE =4.653-10"J
AP _37 = M2 _0.0246
K,T N,

Din:
28Ky N AE
N, K,T
_—AE
K31n£
N,

1

Ny _
Nl
= T=

T=1464 K

PROBLEMA 25

Luédnd in considerare degenerarea nivelelor de rotatie determinati raportul
numerelor de molecule de hidrogen in starile cu numerele cuantice v' =1, J' =0 respectiv
v=0, J=5 la temperatura T=1500 K.

Rezolvare

E _ 2J +1 o (EE)/ KyT

N 2J+1
E: 1 —AE /KT
N 2J+1
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3 3
E'==ho,(1-=x
2 0( 2 e)

3 3 n’
E= —ho,(01-=x)+—J(J+1

2

AE=E'—E = ha)o(l—er)-;l—IJ(JH)

Pentru molecula H,:

D, =4.51¢eV
k=520 N/m
R,=0.742 O
B=60.8 cm™'
= N =0.01
N
PROBLEMA 26

Calculati distanta internucleara si constanta de anarmonicitate pentru molecula
HF" daca numerele de unda a patru linii spectrale consecutive ale structurii de rotatie din

banda de vibratie sunt: 3874, 3916, 4000 si 4042 cm™'. Se stie ca aceste linii corespund
tranzitilor A/ =+1 si v'=0—->v=0. Frecventa de vibratie a moleculei corespunde

numarului de unda v,=4138.5 cm™'

toate nivelele.
Rezolvare

Numerele de unda corespund tranzitiilor ilustrate mai jos:

J =T
2—=1 1—10 0—1 1—=2
|
I
|
3574 3916 51 4000 4042
= 2B=42 em™' = B=21 cm™’
B= 2h ; = = 2h
& cur 87 cuB
r=0.92A
Linia éste absenta datorita regulii AJ # 0.
v,,=3958 cm™
Dar
- 3 3 1 1
hcvm=5ha)o(1—5x€)—5ha)o(l—5xe)
adica:

. Se presupune aceeasi constanta de rotatie pentru
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he?, =ho,(1-2x,)
®, = 271V,

= hcv,,=hev,(1-2x,)

~

%
= 1-2x,=1¢

~

Vo
= x = (-0
2 V,
x, =0.0218

PROBLEMA 27

Pentru molecula de hidrogen sa se calculeze:
a) amplitudinea clasica de vibratie corespunzatoare starii cu v=0;
b) valoarea patratica medie a elongatiei x in starea fundamentala care este

descrisa de fubctia de unda W(x)~e "' , unde o’ = uw/h, u find masa
redusa iar o frecventa de vibratie.

Rezolvare

a) Din egalitatea energiei oscilatorului armonic cu energia starii fundamentale

obtinem:
2
kA _ ho, k=520 N/m
2 2
ho h

= A= 0 = |

Ve |k
= A=0.126 A
b) Trebuie calculata valoarea: <x2>.
<x2> =I Y (x) x> W (x)dx (1)

0
Y(x)=N /2
Constanta de normare a functiei de unda se obtine din conditia:

¥ =1
adica:
J. N? e dx =1 (2)
0
Rezulta:
N= 3)
je_“zrzdx
0
Observatie:
Integrala:
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Sl 8 O 8 O3 8

1 |x

Ze—px2 de=— |2 (**)

4p3

Revenind la ecuatia (3):
N? =

I _2a
1\/7_«/5
2Va?

Asadar, revenind la (1):

<x2> = J‘ N>x*W?(x)dx = NZJ.xze_“zxzdx
Folosind (**) avem:

adica:

Si

(4)
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