MAGNETOHIDRODINAMICA

1. INTRODUCERE
Ce este magnetohidrodinamica?

Magnetohidrodinamica (MHD) este dinamica fluidelor electroconductoare. Tipurile de fluide
electroconductoare includ : metale lichide (mercur, galiu, sodiu sau fier topit) si gaze ionizate (uneori
numite si plasme) ca cele din atmosfera solard. Trebuie precizat faptul ca nu toate fenomenele
observate in plasme pot fi descrise cu ajutorul teoriei fluidelor si de aceea se impune luarea in
considerare a particulelor individuale , in special in plasmele rarefiate.

Magnetohidrodinamica ca ramura a fizicii cuprinde o arie extinsa de aplicatii:

- Miezul exterior al Pamantului este compus 1n special din fier topit ceea ce inseamna cid putem
presupune cid aceasta este sursa ce genereazd campul magnetic terestru. Studiul si rezolvarea
ecuatiilor MHD ne permite explicarea fenomenului de schimbare treptatd in timp a campului
magnetic cit si fenomenul rar si neregulat al inversarii polilor. Acest domeniu, alaturi de cel al
descrierii ionosferei focalizeaza cercetarile curente in MHD.

- Soarele fiind alcatuit in mare parte din hidrogen ionizat focalizeaza interesul MHD in doua
directii: prima este cea a zonei convective in care si sub care este generat cAmpul magnetic solar si
in care, mecanismul de baza (interactiunea dintre cdmpul magnetic si un fluid electroconductor in
miscare) este similar celui existent in miezul Pdmantului si o a doua este atmosfera solara
(cromosfera si coroana solard) care este mult mai putin densd decat zona convectiva. Aici o
problema majora este cea a explicarii incdlzirii coroanei solare la temperaturi de ordinul 10°K in
timp ce fotosfera (regiunea invecinatd ce separa zona convectivd de cromosferd) se ancalzeste
doar cu cateva sute de grade K.

- In industrie MHD are o serie de aplicatii legate de utilizarea fortelor electromagnetice in
pomparea metalelor lichide (sistemele de racire in instalatiile de producere a energiei nucleare), de
influentare a formei de curgere a metalelor topite si implicit controlul modului de solidificare dar
si in asigurarea levitatiei probelor de metal topit pentru a elimina orice forma de contact cu
incintele. Aceasta din urma este utilizata in procesele de fuziune (scopul constd in obtinerea unor
energii imense din fuziunea hidrogenului in heliu-procese care au loc in Soare) deoarece nici un
material cunoscut nu poate rezista la temperaturi atat de mari. Oricum energiile utilizate pentru
mentinerea hidrogenului ionizat in incinte magnetice si asigurarea unor temperaturi suficient de

inalte, nu sunt inca egale cu energiile rezultate din procese de fuziune de scurta durata.



Ecuatiile de baza ale MHD

Ecuatiile Maxwell:
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unde in mediu izotrop

D =¢E, B =upH, (1.5,6)
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Ecuatia Navier-Stokes

Este ecuatia ce guverneaza curgerea unui fluid (ecuatia momentului miscarii):

p{i—t; + (ﬁV)ljii| =—Vp+v Vi +alte forte

unde p este densitatea fluidului, # este viteza sa, p est presiunea, iar v este vAscozitatea cinematica.
Daca fluidul contine un anumit numar de sarcini electrice per unitatea de volum, atunci forta electrica
per unitatea de volum va fi:

p.E
iar cand o densitate de curent ]”curge” prin fluid, este prezentd o fortd per unitatea de volum de
tipul:

j*B

In aceste conditii ecuatia Navier-Stokes devine:

p{g—jﬂﬁ-v)ﬁ} =—Vp+vVii+p, -E+jxB+alte forte (1.7)

Legea lui Ohm
Curentul ce curge printr-un conductor este proportional cu campul electric total.. In plus fata
de campul electric E ce actioneaza in fluidul in repaus, in cazul unui fluid in miscare cu

viteza u in prezenta unui camp magbetic B, apare un camp suplimentar uxB, astfel:



i =aE+u=xB), (1.5)

Aproximatia Magnetohidrodinamica

Ecuatiile introduse mai sus sunt capabile sa descrie o gama larga de fenomene. Deoarece in
aplicatiile de interes

- vitezele sunt mult mai mici decat viteza luminii. u <<c¢

- fenomenele sunt suficient de lente astfel incat quasineutralitatea plasmelor (n.=n; )sa fie

asigurata (i.e este neglijabila separarea de sarcina in fluidele plasmatice)
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- lungimea Debye si giroraza sunt mici in comparatie cu dimensiunea scalei spatiale
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- plasmele sunt suficient de colizionale astfel incat:
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(ceea ce inseamna aproximatia MHD ideale) se impune necesitatea introducerii unor
simplificari substantiale ale acestor ecuatii.

Sa presupunem ca marimile tipice in fluidul electroconductor sunt:

L7 - viteza caracteristica a fluidului

T —scala temporala

L —scala lungimilor

B — intensitatea caracteristici a campului magnetic

E - intensitatea caracteristicd a campului electric

Din ecuatia (1.2) rezulta imediat:

?J{E:—ﬂji._ﬁ:‘,E._£=Lr
L T B T

et



(1.9)

| by

B E L _
~ = = e 5
T B T

Luind in considerare ec.1.4 obtinem:
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Pentru viteze mici in comparative cu viteza luminii (U<< ¢), curentul de deplasare a5 poate
¢

fi neglijat, iar (1.4) devine:
v«<H = j. (1.10)

Sa consideram acum. raportul ponderii fortelor in (1.7). Din (1,1)
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iar din (1.10)
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Utilizand (1.9), (1.11) si (1.12) rezulta:
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deci forta de natura electrica poate fi neglijata in raport cu forta Lorentz, iar ec.(1.7) devine:

;J(?; + Lu-‘?ju) = —Vp + V21 4 jx B 4+ other forces. {1.13)
Forta Lorentz, in mod explicit este:
F = ixB=tvxByxi=B-9H2-vE,
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tensiune magnetica presiune magnetica

Daca vom lua in considerare prezenta gravitatiei si a vascozitatii dinamice:

f=—pg+ pv(Vzﬁ +§v(v -ﬁ)j



ecuatia (1.13) devine:
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Ecuatia inductiei magnetice

Avand in vedere simplificarile facute anterior, putem elimina E din setul de ecuatii
combinand (1.2), (1.3), (1.8) si (1.10). Utilizand B = 14, H si legea lui Ohm (1.8), relatia
(1.10) devine:

1
—V=xB = glE+u=B),
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sau
nWxB = (E4+u=xDB), (1.14)
unde

n o= —, (1.15)

poarta numele de difuzivitate magnetica.
Aplicand operatorul Rotational ec. (1.4) = Vx (1.14) obtinem:
VxinpgV=B) = Vx(E+u=x B).
3
7;-(?(?-13; - vzn) = VxE+Vx(uxB).

si utilizand (1.2) si (1.3) rezulta:
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(1.16)
ecuatie cunoscuta sub numele de ecuatia inductiei magnetice si care descrie evolutia B.
Primal termen din dreapta ec.(1.16) este cel care subliniaza interactiunea dintre campul

magnetic si campul curgerii (fermenul convectiv), tiid singurul generador de camp, in timp ce



al doilea termen este unul difuziv. Vom vedea ca in absenta curgerii u = 0, termenul difuziv
va conduce la atenuarea masiva a campului magnetic. Sa stabilim ponderea celor doi termeni

in ecuatia inductiei:

R, este numarul Reynolds magnetic.
In cazul fluidelor plasmatice izotrope, difuzivitatea magnetica este uniforma iar R, va

fi masura cuplajului intre curgere si campul magnetic.

Limita difuzivitatii:
Daca R,, << I termenul convectiv poate fi neglijat in raport cu cel difuziv (cuplaj slab, cazul
plasmelor de laborator) ecuatia inductiei devine:

2 = 77V21§
ecuatie cunoscuta sub numele de ecuatia difuziei. Ea pune in evidente faptul ca variatiiile
campului pe o scala spatiala L este sunt distruse intr.-un interval de timp corespunzator scalei

temporale a difuziei:

L2
T, =—
n
Obsevamca pentru lungimi de scala mici, fenomenal de difuzie al campului magnetic este

rapid. In cazul plasmelor complet ionizate:
7, #1007 LT (LY =m,(T) =K

Spre exemplu, in plasma coronala T=10°K, iar scala tipica de lungime este IMm=10°m ceea
ce inseamna ca :

7, 10710710’ =10"s = 30.000ani
Eliberarile masive de energie magnetica (solar flares) au loc intr.-un interval de scala
temporala cuprins intre 100 si 1000 s, ceea ce inseamna ca dimensiunea lor spatiala este
relativ mica:

7, =10 =107 L*10° — L ~10-100m



Limita conductiei perfecte
Daca R, >> I termenul difuziv din ecuatia inductiei este neglijabil in raport cu cel convectiv

(cuplaj puternic, cazul plasmelor cosmice), deci
aa—lf =V x(ii X B)
ceeea ce conduce la aplicabilitatea legilor legate de conservare a fluxului magnetic si a
inghetarii campului magnetic.
Solutii stationare
Pentru a aprecia ponderea termenilor difuzivi si advectivi in 1.1.6 sa rezolvam problema
stationara:
Vx(ixB)+yv?B=0
Alegem cea mai simpla forma a campului curgerii # =uVx si avand in vedere relatia
vx(ixB)=il(v-B)-B(v-a)+(B-V)i-( v)B
rezulata imediat ca:

VX(ﬁXE):—ug

Notand U = — obtinem ecuatia inductiei pentru solutii stationare:
n

Ua—B:vzé
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In cazul in care VX B =0 (anularea densitatii de curent), B = -V ; ¢ = ¢(x, y,z) astfe
lincat:
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U—=V’p
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Pentru U=0 se obtine V?¢ =0 a carei solutie simpla ar fi ¢, =— in coordonate sferice
r

(r,0,z) insa fara semnificatie fizica, deoarece ar duce la concluzia existentei ”campului

. =~ 7 : : o : :
magnetic monopolar ” B = —-. O solutie acceptabila ar rezulta din diferentierea lui o
r
0, = op, _ z _ cosd
4oz r r’

care conduce la campul magnetic dipolar.



Considerand ca ¢(x, y,z) = h(x, y,z)exp(kx)

o9 = [% + khJe’“
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Deci

V2¢=u(§—h+khlek" notam k=u/2=V*h=-k’h
X

A carei solutie este:

care pentru x—0 arata ca si ¢y neavand semnificatie fizica., insa pentru campul dipolar

orientat dupa Oz avem:

_ 0 (e‘k’J _ Z(kr + l)e"kr _ Z(kr + 1)ek("_’)
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Observam ca pentru kr << 1 campol arata ca cel al unui dipol pur, insala valori mari ale lui r

va fi deformat datorita curgerii fluidului in directia axei Ox. (¢ = ux ). Problema are aplicatii

in teoria vantului solar.



Liniile campului magnetic in corona solara

Ecuatia de continuitate

Deoarece masa un se creeaza dar nici un se distruge, orice variatie de densitate se poate pune

pe reama redistribuirii masice. Fie un element de volum (care un se misca odata cu fluidul)

marginit de suprafata inchisa S, avand versorul normalei n

Rata scaderii mases in volumul V va trebui sa fie egala cu rata curgerii masice spre exteriorul

volumului V:

i
—E[;:--:EV = [.r:'u-ndS.
o o g

U (teorema divergentei)

[{‘F-puj dV
Jv

i}
—E‘chﬁf = ‘L(‘F-pujcﬁr’.

In conditiile in care volumul este fixat, obtinem:

a
[1, (a—?+'~?'-,-m) dv = 0. (L.17)

si deoarece este ales arbitrar, (1.17) este valabila doar cand:
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%+"F-pu = 0. (1.18)

sau
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Ecuatiile (1.13), (1.16) si (1.18) formeaza setul de baza in studiul miscarii fluidelor
electroconductoare in campuri magnetice. Sunt 7 ecuatii scalare cu 8 necunoscute :B, u (cu
cate trei componente), p si p. Evident ca este necesara introducerea unei ecuatii suplimentare

pentru a inchide sistemul. Avem doua posibilitati simple:

1. Curgere incompresibila = p = const. Ceeea ce inseamna ca (1.18) devine:

Vu = 0. (1.19)

2. Curgere compresibila—= p=p(p,T) = ecuatia de stare care in general induce prezenta
unei variabile suplimentare T, deci necesitatea unei noi ecuatii. Pentru simplitate si in

buna aproximatie vom utiliza:

p=const.p legea gazelor izoterme (1.20)

p=const.p” legea gazelor adiabatice (1.21)

unde y este raportul caldurilor specifice.
Ecuatia conservarii energiei

In multe aplicatii din astrofisica, este important ca in local ecuatiei de stare sa fie
utilizata ecuatia conservarii energiei:

’d
P 15(%J:_L (1.22)
y—ldt\ p

unde L reprezinta functia pierderii de energie.

Daca L = 0 ecuatia (1.22) este cunoscuta ca ecuatia adiabatica, iar (1.22) devine:

_____ 0 (1.23)



Daca L # 0 va trebui sa punem in evidente efectele neadiabaticitatii.

.2

L=V-G+L -1 —H (1.24)
(e

unde:

=—kVT

U

q este fluxul de caldura datorat conductiei termice

k fiind conductivitatea termica

L, este fucntia de radiatie |L, = —k,V°T

k. fiind coeficientul conductivitatii radiative

.2

S este termenul disiparii Ohmice

o

H reprezentand suma termenilor specifici altor surse de caldera

In plasme magnetizate rarefiate:)q = —kV T [unde k este termenul conductiei termice si in

acest caz:
v§=v,-kv,1)+V, (k. V.T)
unde conductia termica in lungul liniilor campului magnetic k|| este asigurata de electron
— —115/2 -1 -1
k=107 T""Wm K

iar conductia termica pe directie perpendiculara pe campul magnetic &k, de catre protoni

2

k
si—L2x107 2
k, T°B

(B fiind dat in Tesla).

In cazul plasmelor puternic magnetizate, conductivitatea peste campul magnetic este puternic
diminuata.

In cazul in care presiunea plasmei este constanta (procese izobare) ecuatia (1.22) devine:

dT y k
—:_L, c =——-5
Per dt oy—-1m

1.2 Teorema conservarii fluxului

Teoremd: Fluxul liniilor campului magnetic printr-un element de suprafata strabatut de un
fluid este constant si un depende de curgerea fluidului= fluxul campului magnetic printr-o

suprafata ce se sprijina pe un contar inchis dS dintr-un fluid se conserva.



Demonstratia este o consecintd imediata a teoremei de inghetare . Deoarece liniile
campului sunt inghetate in fluid, rezulta ca toate liniile ce se vor gasi in interiorul (sau
exteriorul) unui circuit strabatut de un fluid la un moment t, vor fi regasite la un moment

ulterior t # t,. Altfel spus, fluxul

cp=j1§-d§ (1.2.1)
S

ce traverseaza suprafata S, delimitata de circuitul S (vezi figura 1.3.1)

Figura 1.2.1 Tubul de flux magnetic. Tubul este in intregime definit prin alegerea unui

circuit &5. Local putem defini un element de volum al tubului dV prin

elementul de suprafatd dS si o mica deplasare o [ in lungul liniilor de camp.

Masa fluidului continuta in elementul de volum nu se va schimba in timp

chiar daca forma tubului va suferi modificari considerabile.

strabatut de un fluid, este constant in timp. Tinind cont ca: B pO ] (vezi demonstratia de

la teorema inghetarii) rezulta ca:
db _d

— = —IE -dS o ijp [-dS = i(masa de fluid din elementul devolum dV) =0
dt dts dts dt

(1.2.2)
deoarece elementul de volum dV este el insusi strabatut de fluid , continutul masic nu variaza

in timp



ddb _d 5 = _(dB = (= d
—:—J-B-dS:Jlj-dS+.S[B-E

dt dts, v dt
insa dﬁ ot
ds

22 = (dSxV)xii
” ( )

insa:
{ld§><V]><ﬁ}i =& (d§XV)juk =€k jim (AS,0, ), =
= £,,€ 1 (88,0, Ju, = (8,8, — 8,,0, NAS,0, Ju, =
=AS,0,u, —AS.0,u,
U
(a8 x v )xii = dS - (Vi) - dS (v - i)

astfel:

Z_f+g.v3+§(v-ﬁ)—é-(w) das

_ "

:j_(g—f—_vx(” XB)}dS‘ =0

Observam ca demonstratia este valabila in conditiile in care V- B =0 si 1 = 0 ceea ce este

echivalent cu o comportare perfect conductoare a fluidului plasmatic.

1.3 Teorema inghetarii

Pentru numere Reynolds mari R,, >>1 ecuatia (1.16) devine:

OB
= =Vx(iixB
py (uxB)

si pentru fluidele perfect electroconductoare, campul magnetic se comporta ca si cum s-ar
deplasa impreuna cu plasma (campul magnetic pare a fi inghetat in plasma)
Teoremii: intr-un fluid perfect electroconductor (c=co) in miscare, liniile de forta ale

campului magnetic se misca impreuna cu fluidul



Pentru a demonstra teorema sa rescriem ecuatia liniilor cimpului magnetic (1.16) sub forma:

%:Vx(ﬁxé):(E-V)ﬁ—(ﬁ-V)E—EV-ﬁ (1.3.1)

unde am tinut contca V- B = 0.

Aceasta ecuatie demonstreaza ca urmarind migcarea, cimpul magetic variaza pe de o

.....

(a)

/

efectul inegalitatii vitezei in lungul campului (termenul (Z§ . V)ﬁ ). Aceste doua efecte

sunt ilustrate 1n figurile 5.1 a i b:

Termenul V - u poate fi obtinut din ecuatia de continuitate, deci:

9P | Vi +ii -V p=0
ot
9Py . pi=0= pv-i=-2L _i.vp (13.2)
ot ot
v.=_l90p U,
pot p

- . o : g . 1 .. . .
Inlocuim aceasta expresie in (1.2.1 ) si dupa multiplicarea cu — rezultd imediat ecuatia ce

P

-

) . .. B S . _
descrie evolutia lui — datoratd campului vitezelor u .

Y2
(Lﬁ.v]ﬁ:(zvjﬁ. 133)
ot p \p



Figura 1.2.1: Evolutia temporala a unei distante vectoriale intre doud elemente de fluid

vecine, sub actiunea campului de viteze u .
Sa considerdm acum evolutia vectorului 4/ care leagd doud elemente de fluid infinit vecine

in Py si P, care se deplaseaza cu vitezeleu, si respectiv u . Fie doua puncte situate pe aceeasi
linie de camp la un moment t (vezi figura 1.2.1). Variatia vectorului &1 va fi:
SI(t+dt)-651(t)= (G-, )dt (1.3.4)
Daca campul de viteze nu implica singularititi putem face o dezvoltare in serie Taylor,
limitatd la termenii de ordinul intai, in jurul lui £ :
i =iy + (57 V)i (13.5)
Inlocuind aceasta expresie in cea a variatiei vectorului 51 seva obtine o ecuatie diferentiala

ce descrie evolutia vectorului d&{

dd_é;i:(é‘i.v),j (1.3.6)

Ultima derivatd temporald din (1.2.6) este o derivata ce urmareste migcarea ceea ce
demonstreaza cd ecuatiile care descriu evolutiile lui sl (ec.1.2.6) si % (ec. 1.2.3) sunt

identice. QED

Consecinta fireasca a teoremei de inghetare este ca plasma se poate misca liber in lungul
liniilor de camp in timp ce in cazul miscarii pe directie perpendiculara, plasma va “trage”

liniile campului magnetic



[lustrarea inghetarii fluxului liniilor campului magnetic

Ecuatiile de baza in MHD:

Ecuatia de continuitate:

Ecuatia momentului:

ot

P 1y (pii)=0

ot

p(@+(ﬁ-v)ﬁj = —p§+pv(vzﬁ +%v(v-ﬁ)]+(é-v)

L v
Hy

;

B2
Hy

|

Ecuatia liniilor campului magnetic:

9B - Vx(ﬁxé)ﬂyvzé
ot
Ecuatia conservarii energiei:
4
P i L =-L
y—=1dt\ p”

Ecuatia fluxului liniilor campului magnetic:

Pentru numere Reynolds mari (teorema inghetarii liniilor campului magnetic):

V-B

0

0
A=+
g

u

.va
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